Berichte übe 
die 




Verhandlung. 

der Königlich 
Sächsischen 




Königlich 
Sächsische 
Gesellschaft der 




fjarbart! Collrge librarj 

FKOM TIIK BEqlTKST OF 

JOHN AMORY LOWELL, 

(Claas of leifti. 

This fund !■ $30,000, and of its income threc quarter« 
«hall be sp«nt for books and onc quarter 
he added to thc principal. 



Digitized by Google 



Digitized by Google 



BERICHTE 

ÜBEE DIE 

VERHANDLUNGEN 

DEE KÖNIGLICH SÄCHSISCHEN 

GESfiLLSOflAfT DER WISSENSCHAFTEN 

Zü LElPZia 

MATHEMATISCH-PflTSISCHE KLASSE. 

im 

MIT 6 nOüBBK IM TEXT, 4 TAPBLK NEBST 1 TABELLE. 

LEIPZIG 

BillB. Ü.TEÜBNEli. 



Digitized by Google 



4' 



i S ff XL. // 2. u . 



/ 



4^ 



Digitized by Google 



INHALT. 



8«it« 

H. C red per. Die voin Wiechertschen ai*tatiHchen Pendclsei^mo- 
meter der Erdbeben- Station Leipzig wahrend dea Jahre« 1902 
registrierten Nabljeben (Mit i Tafel und 3 Fi^rpn) . . . . 1 

Franz Etzold. Die von Wiecberts aBtatiHchem PcndelHcismometer 
in der Zeit vom 15. Juli bis 31. Dezember 1902 in Leipzig 
gelieferten Seismogramme von Fembeben (Mit Tafel II) . . 22 

Martin Krause, Über Bemoullische Zahlen und Funktionen im 

Gebiete der Funktionen zweier veränderlichen Größen . S9 

M. Siegfried, Zur Kenntnis der Hydrolyse des Eiweißes. Mit 

einer Tafel 68 

Q. Scbeffers, Bemerkungen zu einem Satze von Sophus Lie über 

algebraische Funktionen 88 

G. Kowalewski, Über projektive Transicnnationsgruppen. Mit 

einer Figur 97 

J. Thomae, Über orthogonale Invariapten und Kovarianten bei 

Kurven dritter UrdnuDg mit unendlich fernem Doppelpunkte 108 
A. Mayer, Über den Hilbertschen UnabhängigkeitaBatz in der 

Theorie des Maximums und Minimums der einfachen Integrale 181 

H. Liebmann, über die Zentralbewegung in der nichteuklidischen 

Greometrie IM 

Paul Fleelisig und Wilhelm His, Bericht an die K. S. Gesell- 
schaft der Wissenijchaften über die am Juni 1903 in London 
abgehalt-ene Sitzung der von der internationalen Association 
der Akademien niedergesetzten Kommission znr Gehim - 
erforschung 166 

M. Krause, Über Foorierflche Reihen mit zwei veränderlichen 

Grö6en 164 

Karl B&deker, Über einen Versuch, eine Einwirkung ultravio- 
letten Lichtes auf den elektrischen Widerstand der Metalle 
zu finden IM 

W Scbeibner, Beitrüge zur Theorie der linearen Transfor - 
mationen, als Einleitong in die algebraische Invariantentheorie. 200 



d by Google 



1 

I 



rV Inhalt. 

Saite 



M. Krause, Über Mibtelwerta&tze im Gebiete der Doppelaammen 

and Doppelintegrale 239 

Über eine gewisse Gattung von Kugelfl&chen- 

Integralen 264 

W. H. Young, Zur Lehre der nicht abgeacblosseneu Ponktmengen 287 
C. Kt/old. Boricht ül)or di*' von Wircherts aatatiscbem Pendol- 
soisinoniet''r in Lei{>7.ig vom r Jaiiuar bis 30 Juni 1903 
re^M-striortfMi K»Tnbfi)en und rulsationi'n (MitTatolIV, 2 Text- 
figuren nebst einer Tabelle Q . 296 

W. Scheibner, BcitrÜ^^e zur Theorie der linearen Transl'onnationen, 

als Einleitung in die al^^cbraiflche Invariantentheorie. Zweiter 1 

T>-i] 328 

E. von Weiter, Die komplexen Be\vegiin<,>en 38i 

W. 0.stwald, Nekrolog auf .lohanne.s WislicenuB 40g 

C. Chun, Nekrolog auf Joliua Victor Carus 421 



Verzeichnis der Mitglieder der Köuißrlic'u-Siichsischeu Gesellschaft 

dftr Wiaaftnurhaftpin I 

Venteichnis der eingegangenen Schriften VI 



BERICHTE 

ÜBEß DIE 

VERHANDLUNGEN 

DBB KONIGUCH SACHSISCHSN 

GESELLSCHAFT DER WISSENSCHAFTEN 

Zü LEIPZIG 

MATHEMATISCH -PHYSISCHE KLASSE. 
FONFÜNDEtlNFZiaSTER BAND. 

I. 

MIT % TAFBLN UND 3 T£XTFI6UKEN. 

LEIPZIG 
BEI B. G. T£U BN KR. 
1908. 



£iiuelprei8 2 Mark 50 Fig. 



Digitized by Google 




ÖITZÜNG VOM 11. JANUAR 1903. 

Der Sekret&r gedeakfc des großen Verluttee, den die Klasse seit 
ihrer leisten Sitsong in der Person des Herrn JoaAsitss Wisucwus 
siUtten liat. Er beriditeft fiber die Beteiligong der filftsse an der 
LeicliMifeier und legt ein Dankschreiben der Familie für die dem 
Entseblafenen erwiesenen letsten Ebxongen vor. 

In betreff der HärteUtiftong bebUt sich die Klasse für die nftcbste 
8itBiing Ebtscblieftnng vor. 

Die An&age der Boyal Society betr. Anfiialune einer nen be- 
gründeten englischen Akademie snr Forderung philosophischer und 
philologischer Stadien in die internationale Association der Akademien 
wird bejaht. Der Vorschlag, um FlBogsteu eine Komiteesitzung absa- 
halten, bedarf nach Ansicht der Klasse noch einer nftheren Begründung, 

Herr Hiu> spricht: ,,Ober den Bau der Neuroglia und die Znsammen- 

setsong der Wand der LymphgefilBe". 
Herr Hsano legt eine grOfiere Arbeit des Herrn Qabtsh tot: ,JBeitrftge 

sor Physiologie der marklosen Nerven nach Dntersuchnngen am 

Riechnerren des Hechtes". 

Die Arbeit des Ht-mi Hki.d wird in den Abhandlungen der Klasse 
erscheinen, die des Herrn Gakten wurde zurückgezogcni und soll Buparat 
veröffentlicht werden. 



SITZUNG VOM 2. FEBRUAR 1903. 

Es liegen die Anti^ge der KOn. prenß. Akad. der Wissenschaften 
in Berlin an das Rcichskanzleramt Tor betr. die Monumenta Germaniae 
paedagogiea. Diese Anträge sind auf Grund der in Berlin von Dele- 
gierten der Akademien und Gesellschaften von Berlin, München, 
Göttingen und Leipzig gefaßten Beschlüsse ausgearbeitet worden, und 
nach Anhörung ihres Delegierten, des Herrn Prof. 0. Höldsh, stimmt 
ihnen die Klasse bei. 

Von der verfügbaren Summe von Mk. 2000. — aus der Härtel - 
Ktiflnn^ werden Herrn Dr. Hat» Mk. 1500,—, Herrn Dr. Uartkn 
Mk. 500.— bewilligt 

lUth.-plijrt. KlMM IMS. i 
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Herr Crumbb tittgt vor eine eigene Arbeit über Seismog c^miue von 
Nfthbeboi und eine von Henu Dr. Ersou» Aber Seiemognunine von 
Fembeben. 

Herr Scssnim Übergibt der Kleiee eioe Arbeit Ton Herrn Kraü»: 
„Über BsuioirLLifcbe Zahlen und Funktionen im Ctobiet sweier 
verftnderlicheii Gr<)ßen*^ 

Die vom Wiechertscheu astatiscliett PeDdelseismo- 
meter der Erdbebea-Station Leipzig ?1Uireiid des 
Jahres 1902 registrierten Nalibeben. 

Hieno Tafel I und 3 Textfiguren. 
Von 

Am I. Mai des Jahres 1902 ▼oIIzog' sich im Vogtlande, in 
der Uogt'nd von <ii<'iz, ein kleines Erdbetuu, dessen mikroseis- 
misehH \V»'lU'n sicli iiiu-li Nordon zu bis über Leipzig hinaus fort- 
piianzten und hierbei von dem dortselbst anfgestellten Wiechert- 
schen astatischen Pcndelseismometer registriert vvurdcn. Lotsterer 
Vorgang war mit um so größerer Genugtuimg zu begrüßen, als 
er den erhoflflcn Beweis lieferte, daß der genannte Apparat in 
der Tat fähig ist, neben den gewaltigen, seinen Standort durch* 
ziehenden Wellen von Fembeben auch solehe schwache, rasek und 
kmsscbüttelnde JVioAbeben anfenseidmen, wie sie unser Vogtland 
und Ersgebirgo von Zeit zn Zeit heirorbringt Hatte doch selbst 
der Erfinder des Leipziger Seismometers, Herr Prof. Dr. Wibcbbrt 
in Gottingen, mit größtem Zweifel auf die RegistrierungsfUhigkeit 
dieser Nahbeben geblickt In der Tat schienen sich die bemfiten 
Papierstreifen des Seismometers zn langsam zn bewegen, als daß 
sich auf dieselben die bei solchen kleinen Beben aiiBerordeutlich 
rasch auf einander fol^M-ndpii Hin- und Herbewegungen der Sohreib- 
ötifte ges(in«b'it, also in Furm von Kurven hätten eintragen keimen. 

Für die JCrdbebeastntion Leip/.ig war die erste Registrierung 
eines in so großer Nähe erzeugten «schwachen Bebens von ganz 
besonderer Bedeutung, da auf der ersten Linie ihreni ursprüng- 
lichen Programm es die instrumentelle Verfolgung gerade der ent- 
gebirgischen, vogtiändischen, ostthfiringischen und nordböhaiische9 
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seismischen Ereignisse gestanden hatte. .Jedenfalls «^^al) der 
Wunsch, diese Nahbeben, von denen nun im Laufe voiv 26 Jahren 
nicht weniger als 63 in den Sitzungsberichten und Abhandlungen 
dieser Gesellschaft beBcbrieben worden sind^), nun auch in ihren 
DukroeeiBmiBchen Zfigen bu femeln, den ersten Impuls sur Auf- 
stsUung de« WDBCBBKTScheu Seismometers und dadurch sur Er- 
nebtung d«r Erdbeben-Hauptstation su Leipcig. 

Bald jedoeh nachdem dieselbe erfolgt war, yerschob sioh die 
Ani^Biabe unserer Station auf ein grOBeres und allgemeineres Ziel, 
indem sich xunA4s]i8t die Seismizit&t der uns fem und fernst 
fif^genden Teile der Erde in den Vorgängen an unserem Apparat 
wieder zu spiegeln begann und sich bald ganz in den V^order- 
imind dräiigtc'. Die Beriuhterstattuni^' über alle von unserem 
außerordentlich feinfühligen Seismometer registrierten i«tr#ibebeu 
habe ich dem (Jbservator unserer Erdbebenstation Herrn 
Dr Frz. Etzoij» filiertragen und mir selbst nur die Be- 
arbeitung der A<//<büben als Fortsetzung einer lang gepflegten 
Disziplin vorbehalten. 

Leider aber hat seit Aufstellung unseres Seismometers im 
März 1902 bis zum Ende dieses Jahres eine vollständige makro- 
seismische Ruhe innerhalb Sachsens geherrscht, dessen Untergnmd 
ianeriialb jener Frist keinen euadguk JBrdbebenstott erzeugte. Aber 
snefa TOD Ersidiütterungen nachbarlieher Herkunft blieb derselbe 
Cut durchaus unberflhrt, indem sich nur das erste der beiden 
Bsben, üb«r die jetit su berichten ist, auch auf einem etwas 
grtfteren Stroifen sfiehsischen Bodens makroseismisch ausdehnte. 



1. ^64.j Das Greizar Beben am L Mai 

A. hm makroseismische Schiittergebiet. 

Toj^ttche hiensB das Übenicht.«;knrtchen Tafel X nnd die KarteoakiBze 

auf Seite 5. 

Eine Erderschütterung, welche sich zunSchst innerhalb der 
Stadt Qrets im Vogtlande aufitUlig bemerklieh machte, erweckte 

1) Darunter jedoch eine Ansahl BSrdbeben-Schwftrme von 36 bis 
S3 Lange. 

2) Veigl. diese Berichte 1902. S. 183 u. f. 

!• 
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hierdurch das lebhafte Intorossp des dortigen Referenten der 
sächsischen Erdboboukomniission, des Herrn Professor Dr. Ludwig, 
nnd dieser war es, der dieses Beben mit außerordeniiiciier Um- 
sicht und Ausdauer über den bei weitem größten Teil des 
Scbüttergebietes verfolgte. Es geschah dies mit Aufgebot aller 
diesen Zweck fördernden Mittel: durch £rdbeben-Aufnife in den 
Zeitungen, durch persönliche Umfrage von Ort zu Ort, ja TOn 
Strafle m Straße, durch Inanspruchnahme der Vermittlang yon 
Bekannten, wie des Nachrichtendienstes der (Jensdannerie u. s. f . 
Das anf solche Weise beschaffte reiche Material, welches, vrie 
gesagt, den größten Teil des Schütterkreises deckte, stellte Herr 
l^f. Dr. LuDWia mir snr Verfügung. Eine höchst wertrolle 
Abmndung erfahr jedodi dasselbe noch durch die swar viel 
weniger zahl- nnd umfangreichen, aber, weil peripherische Lücken 
ansfRUend, sehr wichtigen Berichte der Herren Erdbeben-Referenten 
}*rof. Wmäe in Plauen. Stuodkl in Keichenbach, Dr. II. Nki hkut 
in Werdau uiul besonders des Herrn Dr. M. 8chr()1)Kk in 
Gera. Die opferwillige Mitarbeit^rschaft der genannten Herren 
Erdbeben-Referenten, in erster Linie des Herrn Prof. Dr. Lui>Wlo, 
erkenne ich mit treudipem Danke in vollstem Maße an. 

Der Ausganffsori des Greizer Bebens vom I. Mai ist in 
jenem altpaläozoischen Streifen des Vogtlandes zu suchen, der 
sich in Erzgebirgsrichtung von Pausa -Schleiz aus über Zeulen- 
roda^ Greis und Berga nach NO zieht und dann unter dem Rot- 
liegenden des erzgebirgischen Beekens und der Geraer Gegend 
yerschwindei Dieser alte Gebiigsstreifen ist nach Tb. Libbbs 
und E. Zdqibbmahiis kartographischer und textlicher Darstellnng 
höchst intensiven tektonischen Störungen unterworfen gewesen. 
Am aufinüligsten beeinflussen diese letsteren als sich z. T. kreuzende 
erzgebirgisohe und lausitser Bsttel und Mulden, sowie als streichende 
und Quenrerwerfungen eine Zone, die sich von Netzschkau aus 
in nordwestlicher Richtung bis über Greiz hinaus erstreckt, in 
ULLi'egelmiiBig gögen eiiiaiidor verschobene Klötze zerschnitten ist 
und den größeren Teil des pleistoseismischen Schütterareal es und 
mit diesem vuraussichtlich auch das l-^pizentruin des Bebens in 
sich begreift. Dieses Abhiingigkeitsverhültnis ist bei dem so klar 
vor uns liegenden siciiütterkreis dieses kleinen Bebens ganz aug'en- 
scheinlich, während man sich neuerdings mit Recht immer mehr 
der Behauptung tektonischen Ursprunges von Beben, namentlich 
solcher von großer erdoberflächlicher Ausdehnung enthftlt. 
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Ton der tektoninb dispomert geweseneii SohllttersteUe inn^r- 
bilb dieser Zerrittiiiiigraoiie ans liet gldi das Beben in der 
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Flfw u lakraMlnRUrtiM SchfittirefMet des flrelfor ErdhrbaM i. MtA 190« 

ft-ih 5)> 30» 51*. (Vergl. hiemi Tafel I ). 



Streichrichtung des Zoulenrodaer alti)iiluozoischeii Gehirgsstreifens 
:ia(h BW und namentlich nach NO ausffehreifft. um «lann hier 
voQ eleu cainbmeli-Biluriachen Suiuelem »ul das über diebelben 
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flach übergreifende Rotliegende des engehirgischen Beckens 'Über 
zu treten und sich durch Framoth nach Werdau und Langen- 
liessen und fiber Albertsdorf nach Cnminitsehau fortsupflanieD. 
Jenseits des Tales der PleiBe war die Erbebung nicht mehr fühl- 
bar. So Iftßt sich denn nach den vorliegenden Berichten Uber 
positive und negative Beobachtungen das makroseismische Schütter- 
gebiet des i. Hai umgrenzen als eine elliptische Fl&che mit einer 
in Südwest -nordöstlicher Richtung verlaufenden größeren Achse 
von km Länge, während die kür/.ere. die Orte Wittchendorf 
im W und Neumark im 0 verknüj>t'eii(le Achse der Schiitter- 
ellipse 20 km miüt, so daß Ict/tei-f ein Areal von etwa 470 km* 
umfaßt, biimtliche ans der Unirahmmig dieses (Tebictes, also aus 
der Gegend zwischen (lora, Kounelmr^r, Weida, Triptis, Auma, 
Zeulenroda, Pausa, Plauen, Jocketa und Zwickau eingegangenen 
Nachrichten lauten negativ. 

Die Berichte über die Einfriftsseit des Bebens stimmen 
ziemlich genau überein und konzentrieren sich auf „etwa** oder 
,^gen^ %6 Uhr in der Frühe des i. Mai. Geht man behufs 
möglichst exakter Fixierung dieser Zeit von der Zeitmarke aus, 
welche das Seismogramm der Erdbehenwelle bei ihrem Durch- 
schreiten des Leipziger Seismometers erhalten hat, so ergibt sich 
folgendes: Eintritt der Erschütterung in Leipzig = 5^ 30* 51"; 
ungefähre Entfemimg Leipzigs vom Epizentrum « 70 km; durch- 
schnittliche Fortpflanzungsgeschwindigkeit der hier in Betracht 
kommenden direkten Erdwellen, soweit die i'ür Fernbeben ge- 
wouufcue Zahl auf Nahbeben anwiiidlnir ist = 10 km pro Sekunde; 
also Zeitverbrauch auf dem We? = 7 Sek.; folglich: EinirUt des 
Bebcna im Greizer E[nzentrum 5*' ,^n" 14*. 

Es liegt in der Natur der Sache, (biß (Jrad und Art der 
Hodenbewegung, in welche das Areal des Schutterpebietes dureh 
das Beben versetzt wurde, je nach der örtlichen Lage und Ent- 
fernung von dessen epizentraler Partie verschieden waren. Mit 
einiger Schärfe lassen sich freilich diese verschiedenartigen Schütter» 
Zonen nicht von einander abgrenzen, doch hebt sich von Beginn 
ab eine Anzahl Ortschaften als plHafaseimiftdies Gebiet des Schütter^ 
areales hervor, dessen Eigenart durch nachstehende Bericht- 
erstattungen fixiert wird. 

Nebssehkait (Bef. Prot Weise in Flauen). Noch im Bette 
Liegende vernahmen ein sich rasch n&hemdes, donnerndes Bassein, 
das etwa 6 Sekunden andauerte, dann für eine Sekunde fast gans 
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erlosch, um sich darauf von neuem etwa J Sekniiden lang su 
Cfhebeo. Mit jedem der beiden Geräusche, war eine, besonders 
in errten Falle ziemlich heftige, kurze Eratterang des Hauses 
fHbmideD, sodaB die Fenster stark klapperten und Glasflaaeben 
Uinend aneinander stieBen. 

In Noflwüg eibekte der feste Schlofibau unter heftigem Zittern 
und DcmnerroUen so stark, daß man befttrohtete, es seien Bisse 
ia ihn entstanden (Re£ Prof. Dr. Ludwig). 

Li Greis wird das Beben allgemein bemerkt, weshalb es dem 
Beferenten Herrn Prof. Dr. Lrr>wio gelingt, sehr zahlreiche Nach- 
richten einzuziehen, die sieb aut i8 Straßen vorteilen und in 
ihrer (TtsanittiHit folgendes BiM des seismischen Vorganges ge- 
währen: dumpf dröhnendes lü llf^ii uiiicbt sich, in der TTmpeaend 
vüü Greix auch im Freien, bemerkbar, gleichzeitig iiiit demselben 
erschüttern Häuser, emttem die Zimmer, alle GegeustUnde in 
denselben wackeln, die Fenster klirren, geschlossene Türen rütteln, 
Bilder schaukeln oder schlagen klappernd an die Wand, Tionte 
werden in den Betten unsanft hin- und hergeschaukelt, einzelne 
springen erschreckt heraus. Auf eine erste derartige Iftngere und 
ittrkers Detonation und Erschütterung folgt eine «weite, ktaere 
ud schi^here, ja nach einem nochmaligen Kl^ipem der Tflren xu 
■fteilen, bestand das Beben aus drei Erschütterungen tob ab- 
■ehmender Intenntäl 

Auch in Berga (Ref. Herr Dr. M. Schröder in Gera) wird 
dss Erdbeben ziemlich allgemein wahrgenommen. Dasselbe weckt 
msiiche SeblSfer ans dem Schlafe. Diese bemerken noch ein 
Knistern im Balkenwerk und Gemäuer der Hlluser, bior und da 
das Abbröckeln von etwas Mörtel, vernebmen däks Klapinini von 
Porzellan und GlasgcrUtäubaften und gbMcb/.eiti"^' mit allem dem 
einen rollenden Donner. Schon im Freien Bpscliättigte liililen, 
ja sehen ein sehaukelndes Schwaakeu des Bodeus, welches die 
Bäume m Bewegung setzt. 

GrftiiE ahnlich lauten die Nachrichten aus den zwischen Greiz 
und Berga gelegenen Ortschaften FohUtz, Knoiimgrund. Station 
ITcifow/U«, ÜHschareiith und Walfersdorf. Aueh auf dem Wege 
?0Q Tschirmß nach Knottengmnd befindliche Arbeiter fühlen, wie 
dir Boden unter ihren Füfien geschüttelt wird. 

Die sahireichen Beobachtungspnnkte des Erdbebens, die sich 
im durch die oben genannten Orte angedeuteten pleistoseismischen 
Teile des Schütterareales im SW, namentlich aber im NO an- 
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schiuen, geben sich meist sehr deutlich als Orte geringerer seis- 
mischer Intensität zu erkennen, wahrend l)ei einigen anderen 
deren augenscheinliche Zus^ehörigkeit zum pleistoseismischen Terrain 
nur durch die Unvollstäu'li^fkeit der eingegangenen Berichte ver- 
dunkelt wird. Das Charakteristische für die Orte erster Art, 
also geringerer sewmisdter Erschütterung, ist die bestimmte Meldung, 
daß die Erhebung und das mit ihr verbuiidene Ger&osch nicht 
„ziemlich allgemein", Bondom nur Yon gam vttmgm Bewofaneni 
beobachtet wurde. 

So schliefen sieh denn den oben aufgeiihlten pleistoseis- 
misohen Ortschaften im Wegkn^ also Hnks der Elrter an: EMer* 
berg, Naüst^au, SSo^taw^ Kurfs(^au, GomUiu, TaflUg^ KfSMmf^ 
Lunzig, WiUehmdorf, Wilde Taube und ÄlMemsdorf. Beeooders 
instniktiT für diese Gruppe von Beobachtungsstellen ist die Meldung 
aus Kurtschau: „Einzelne Bewohner hören donnerartiges Geräusch 
von NW her näher und näher kommen; als es heran ist, erkliiren 
die Fenster und Gläser; dann endet die Erschütterung mit 
kurzem Kuck.^ 

In dem westlichsten durch die ol^en genannten Drte Naitschan, 
Lunzig und Wittchendort gekennzeichneten Stiiche äußern sieb 
die Erdbebenerscheinungen Yerbältnismüßig noch so stark, daß 
derselbe nicht die eigentliche periphere 8chüttersone repräsentieren 
kann, sondern nach außen zu noch von einem Schütterstroifea 
schw&chsten Grades gefolgt sein muß, der aber wegen Mangel an 
Berichten nicht nachweisbar war. 

Das entsprechende Gebiet geringerer SchütteistSrke 
also ret^ta der Elster erstreckt sich Ton Bekhenbaeh (wo sich das 
Beben nur sehr schwach äußerte), Über Reudmtg, T^thwolfirams- 
darf, Klein' Beinedorf , Sorge, Geißmdorf, Btda, Oroß-dMindorf^ 
Trünzig, Klein -Cuhndof, Culmitzsrh^ Wolfersdorf, Zivirtzschen, 
SecVmgst^idt und Chursdorf. Anf d«M- Linie Neumark — Beiersdorf — 
OburalUcrtsdorf treten di*' Erdbeljenwellen aus dem altpalä* ^/riivrliin 
Schielernfehiri;«' in das ihm diskordant uufgelagerte erzgebiru-i^rhe 
Kotliegündo über. In Fraurmth werden Erschüttemng und Ge- 
räusch noch mehrfach wahrgenommen. In ll^mifau gelingt ea 
nach ergebnislosem Aufruf in der dortigen Zeitung erst der Um- 
frage des Herrn Dr. Neubbrt von mehreren zuverlässigen Personen 
die bestimmte Nachricht zu eriangen, daß sie das Erdbeben in 
Form von Fensterklirren und begleitendem unterirdischen Poltern 
beobachtet haben. Ebenso wird aus dem 3,5 km weiter nördlich 
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gelegenen Lange>tki8sm b«rie1ifet, dsB sieh dortselbst in einigen 
H&Qseni ein starkes Erbeben und Fensterklirron gleichzeitig mit 
anhaltendem Donnorrollen abgespielt hat, während 'endlich in 
Crimmitsrhau von vielen ein prasselndes Geräusch, ein Zittern 
und »Schwanken der Möbel und gleichzeitig ein eigentümliches 
Rauschen in der Luft wahrgenomtnen wurde, wie es sich im 
Uauptschüttergebietc vieltach hörbar machte. Donnerrollen und 
£ncblltterung schienen von Süden heran/.unahon. 

Die Orte Reicbenbach, Werda« und Crimmitschau bezeichnen 
die östliche GrenzUme und Crimmitschan zugleich den nördlichsten 
Punkt, bis m welebem sieb das Greixer Beben Tom i. Mai 1902 
makroeelsmisch wahraebmbar gemacht hat Jenseits dieser Linie 
gelang es trots aller Naebfonchimgen nicht, Erdbeben-Wabr^ 
Debmangen in konstatieren. 80 ließ namentlich Herr Betgscbul- 
£rektor IhmfABscH in Zwickau den Landstrieb zwischen Pleiße- 
thal bei Werdau und Muldetbal \m Zwickau von seinen Bergschfllem 
imefa eine^lSgigen Beobachtungen durchfragen, ohne daß eine 
emzjge positive Auskunft erlangt worden wäre. 

Dies Resultat erschien um so befremdlicher, als sich das 
Erdbeben 20 km östlich von Reichenbach an einer jenseits des 
Kirchbf-rger Granitstockes im erzgebirgischen Phyllitgebietc ge- 
legenen Stelle, nämljch in Wrißhnrh sftdsüdöstlich von Zwickau 
(s. Tafel 1) eineD geographisch ganz unvermittelten, aber recht 
kräftigen Ausdruck bahnte. 

Nacb dem Berichte unseres dortigen Referenten, des Heim 
Lehrer Trenkler wurde in Wt ißbitch das Beben ganz allgemein 
sowohl in Gebäuden, wie im Freien, von Personen im Zustande 
der Bube wie der Tätigkeit in der Frfibe gegen y,6 Uhr und 
swar in Form Ton 3 oder 4 Yon SW nach NO yerlaufenden, von 
Donnenollen begleiteten, weUenförmigen Erschütterungen bemerkt, 
welche die Fenster klirren machten. Diese ToUkommen isolierte, 
vom eigeotUohen ScbfiLttergebiete weit nach Osten Torgescbobene 
sosmiscfae Scbfltterstelle wird man geneigt sein, auf ein Beiais- 
h*»ben ztirOckzufÖhren, ohne daß dadurch Klärung über den Vor- 
gikog verbreitet würde. 

B. Das Leipziger Seisiiegraiiwi des Greizer Beiern. 

Von dem in T.f^ip/ig aufgestellt WfKcnKRTschen Pendel- 
<*-i<momoteT werden die Horizontalkomponeuten der Roden- 
bewegungen in 25ofacher Yergrüßerung registriert Bei diesem 
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Maßstabe hatt« das durch das Greizer Beben vom i. Mai ge- 
lieferte Seismogramm eine Länge von nur etwa jram, so daß 
sich an demselben Messungen mit hinreichender Genauigkeit nicht 
vornehmen ließen. Um solche zu ermöglichen, wurde von Dr. Etzold 
der Versuch gemacht^ auf photographischem Wege eine stUrkere 
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Flirar 2. Dan tob dea 
WlechertückeB atUtisckea 

Prndplüpiiimometrr ta L»lp- 
zig reprliitrlerte S<>lHino|rramni 
des tirelter Erdbeben« fom 
1. Mai 1902 von 5)1 30"» 51« bis 
5h ßim ai« In i2sorsrhpr Vfr- 
irröBeriair der wirklirhen 
Bodenbewef «Bfea. 



Vergrößerung des direkt als photographisches Objekt benutzten 
Original-Seismogrammes zu erzielen, und zwar wurde hierzu von 
den beiden Komponenten, in welche die Horizontal komponente 
des Bebens durch den Apparat zerlegt wird, die N-S Komponente 
gewählt, weil auf derselben der erste Einsatz deutlicher markiert- 
ist, als bei der im übrigen wesentlich übereinstinunenden 0-W Kom- 
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pon»^nte. Der Versuch einer derartigen Verjjrößerung fiel verhältnis- 
mäßig ^''instig aus. Aus ihm ist der in Figur 2 reproduzierte 
photogniphisi ViP Abzug hervorgegangen, welcher dif bereits durch 
den pstnenipparat 250 fach vergrößerte l'fxlf rüiewegiing in 
ftnffacher, also insgesamt in i 25ofacher Vorgrfißening wiedergibt 

Die beiden Unterbrechungen der sfismogrammatisohen Linie 
waren die Maridenuigen der Minuten 5'' 32 and 5'*J3 durch die 
mii dem Sfismometer verbundene Uhr, welche aber in mittel- 
MifQpäische Zeit nmgereohnet worden sind (siebe unten). 

Wie die Seumognmine von Fernbeben, so IftBt sich auch 
dft^eiuge des Greiier Bebens in 3 Hauptabschnitte gliedern^ 
nladidi in die Aniseichnimgen i) der Vüri^aitt^ deren erster 
Eittsabi Ton den vom Erdbebenentstebangsorte (dem unterirdiscben 
ZeDfamm) rieb allseitig und am sobnellsten ausbreitenden Erd- 
wellen herstammt, — 2) diejenigen der Hmyptphase, welche als 
^ Produkt der vom Epizentralgebiete peripherisch auslaufenden 
langsameren Oberflachenwcllen betrachtet werden, die grüßten 
Amplituden erlangen, um dann 3) in einer Endphase von nach- 
iäglerischeu Scbwingungeu aus/.utrinen. 

Für den Eintritt und die Dauer dieser einzelnen Phasen 
ergehen sich nach den Minntenmarkierungeu in dem Leipziger 
Beismogramm des Greizer Bebens vom i. Mai 1902 die folgenden 
Zeibnafie: 





Un korrigierte seia- 
raoraetrischc 
Zeitr^strierung 


Korrigiert nach der 
Fk \ t N n ( 1 FKRBch en 

Xorinalubr der Leip* 
ziger Sternwarte. 

(Korrekt »~ i"»39«). 




5" 3^'" 30' 




Beginn der Hanptpbase . . 


5\?2" 39" 


5** 31"" 


£ade der Hauptphase * . . 




5''3i" 9* 


Kode des Bebens | 


5"* 33" 


5*3i'»2i» 



D«mnacb betrug in Leipzig die Dauer der Vorpbase = 9*, der 
flsnptpbase — 9* und der Endpbase = 1 2*, diejenige der durch 
die Erdersdillttemng bewirkten Aufseicbnung insgesamt etwa 
30 Sekunden. 

/><> iSehtcttiffUfu/sperioden. Trotz der gewaltigen Vergrößerung 
Bodenbewegung durch das Seismogramm ist es nicht möglich^ 
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innerhalb dessen Krstreckung Tom ersten Einsatz bis in die 
zweite Hftlfte der Hauptphase die einielnen Sdiwingungen Ton 
einander tu trennen, da sieh diese wegen zu rucher Aufeinander- 
folge und Btt langaamer Fortbewegung dee BegiBtrieE|ApiereB 
großenteiles gedeckt haben. Erat gegen Ende dar Haaptpbaae 
sind mindestenB 2 Ausschlftge so seharf von einander gesehieden, 
daB man deren Perioden ^Bsteustellen vermag. Im Seismogiamm 
Figur 2 Seite 10 betrftgt der gegenseitige Abstand dieser beiden 
Ausschläge, also die Strecke, die der Papierstreifen wSbrend einer 
vollen Schwingung des Schreibstiftes zurückgelegt, hat, 0,6 mra. 
Da auf den ^Veg einer Minute bei i^sulacher Vergrößerung 
eine Streifeulänge von 73mm koiiimt, nho auf die Minute 121, 
auf die Sekunde 2 derartige Schwinguügün fallen wiiideri, so 
entspricht obiges Maß von o,ö mm einer Schwingimgsdauer von 
0,5 Sekunden. Hiermit sind in Leipzig in der zweiten Hälfte 
der Hauptphase im Seismogramm des Greiser Bebens Boden- 
wellen konstatiert, welche bei einer Entfernung des primiien 
Schftttergebietes vom Leipziger Seismometer yon etwa 70 Ion «ne 
Periode Yon 0,5 Se'kunden bedtsoi. 

Im weiteren Verlaufe des Seismogrammee sind Messtmgen 
der Perioden der Anssohlige nicht mebr möglieb. 

Die Amplihtäen der AnssoUSge sind ebenso wie deren 
Perioden in der Vorphase anBerordentlich klein, doch machen 
sich in ihnen 3 Anschwellungen bemerkbar, von denen die zweite 
sehr wohl von dem in Xetzsclikau und Greiz sehr deutlich ver- 
spürten zweiten Stoße herrühren kann. Eine vierte geht un- 
mittelbar in die Ausschläge der Hauptphase über. Die etwas 
stfirkt ren 8ch\vingungen, weleh»- den ersten Einsatz kennzeK'hnen, 
besitzen im Sr'i^mogramm FiLMir 2 eine Orößc von 2 mm, also 
eine wirkliche Amplitude von nur 0,00 16 mm, die dritte Bteigeninp 
der Miniraalausschläge eine solche von 3 mm, also in Wirklich- 
keit von 0,0024 mm. Im Anfangsabschnitt der Hauptphase er- 
langen die Ausschläge ihre größten Amplituden mit IO,5 mm 
= 0,0084 mm wirklicher Oröfle. Im sich anschließenden «weiten 
Ahschnitte hingegen, wo auch die Perioden meßbar sind (dehe 
oben) werden die Amplituden schon kleiner und hetragen noch 
6,5 = 0,0052 mm. In der Endpliose schließlich enreichen die 
stärksten der Ausschlüge kanm noch 2 mm, also 0,00 16 nun wirk- 
licher Größe. 
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2. \J6b,) Dia» ßöluiierwald-Beböü am 26. Novemböi 1ÜÜ2. 

Hieisa das Gbenichtokftrtcheu auf Tafel L 

In den letzten Tagen d<»8 November des vorigen Jahres be- 
richteten verschiedene Zeitungen über ein Erdbeben, das am 
26. des genannten Monates zwiscben i Ubr und i Ubr 30 Minuten 
mittatrs 111 mt Ii roreu Orten des B()hmerwaldos tind seiuns bfihmischeu 
Vorlandes zietiilirb krät'tiir verspürt worden sei, NaLbricliten , die 
durch eine gieiclizoitige freiindiiche Mitteilung des Herrn Stadt- 
geologen Knktt in K&rlsbad bestätigt wurden. In der Tat hatte 
das WuBCBBBTScfae Seismometer in Leipzig m der genannt^^n Zeit 
das Seismogramm eines kleinen Bebens geliefert, dessen Epizentral' 
gebiet damals nnter Zngnmdelegang Ton fSrfabnmgen bei Fem- 
beben anf etwa 150 km Entfemmig gescbitat wnrde nnd das 
sieh nach Einlanf obiger Nachrichten, wenn sich auch diese 
Zahl als etwas su gering ergab, oftch seinem Ursprungs fest- 
stellen lieB. 

Da uiterdes^n diindi die Zeitungen bekannt wnrde, da0 sich 

jenes Beben auch an einigen Punkten des westlieh angron7,enden 
oberpHilzischen Berglandes, ebenso aber auch, wemigleicli außer- 
ordentlich viel schwächer in A--'c}i geäuliert habe, so lag die Ver- 
mutung nahe, daß sich seine W ellen auch noch in dem dieser 8tadt 
nächstliegenden sHchsischen Vogtldnde und in dessen nordböbrnischer 
Kachbarschaft bemerkiich gemacht hätten. Diese meine Erwartung 
wurde dxmk die erbetenen Berichte der dortigen Herren Beferenten 
der sächsischen Erdbebenkommission getäuscht. Übereinstimmend 
meldeten die Herren Postverwalter Bbhz in Brambach, Leonbardt 
in SchOnberg, Distriktsarst Dr. Fuohs in Bleistadt, Baumeister 
Wbdbrmahm in iHranaensbad, Oberlehrer Wölfbl in Bofibaoh, 
BOtgerschnllehrer Katser in Adcnrf, Stadtarzt Dr. BXuml in 
Grasliti und Professor Wbisb in Planen, daß in den Bereichen 
ihrer Berichterstattung keinerlei, auch nicht die geringsten seis- 
mischen Änßemngen zum Bewußtsein der Bewohnerschaft gelangt 
seien. Gleiche Resultate ergaben die Nachforschuiigcu unserem 
Herrn Referenten Dr. Alb. Soumidt in Wuusiedel bezüglich des 
Fichtelgebirges. 

Dahingecrpn ging mir inzwischen durch Referate von Seiten 
des Herrn Dr. med. Al. G&imm in Marienhad und des Herrn 
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Ihr. W. Pbtermann in Wesezitz namentlich aber durch Aut- 
samrolung von Zeitungsberichten ein ziemlich reichlichos Material 
über den böhmischen Teil des Schütter^^ebietes za. BebaÜB Er- 
langung smrerlässiger und erschöpfender Mitteilungen über das 
obeipfiüusche Areal des letzteren wendete ich mich auf freund- 
lichen Bat des Herrn Prof. Dr. WmNSCHBitK in München an den 
Vorstand des naturwiBsenschafUichen Vereines lu Begensbuig 
Herrn Dr. med. Brunhubbb. Dieser er&ßte die sich ihm bietende 
hflimatskimdliehe Aufgabe mit lebhaftem Interesse und mit ent- 
sprechender Energie und Umsicht, veranlaßte die K. bayer. Kreis- 
regierung und die K. Oberforstbehörde in K^gensburg z\ir Ver- 
teilung Vüu Krdbobeu-Fragebogen an sämtliche Bezirksämter und 
Forstbeamte des oberpfölzischen Waldes, ersuchte persönlich die 
\'erÜ!iuensmanner seines Vereines nm einschlägige Nachricliten. 
sah seine Bemühungen durch Uen Kmgang einer sehr ,i:roBen 
Zahl positiver und negativer Berichte belohnt, sicbt^-te und 
stellte dieselben tabellarisch zusammen und dann mir zur Ver- 
fügung. Dem Herrn Dr. Brunuubbr als dem werktätigen Mit- 
arbeiter an dem Verfolg des Böhmerwald - Bebens sei auch an 
dieser Steile der auMehtigste Dank fOr seine Mflhewaltong aus- 
gesprochen. 

Anf der anderen Seite wurde, wie es bei froheren sSdisisch- 
böhmischen Erdbeben bereits mit Erfolg geschehen, auch diesmal 
durch das dankenswerte Entgegenkonomen des Beferenten der Erd* 
bebenkonunission der k. k. Akademie der Wissenschaften in Wien, 
des Herrn Stadtgeologen Krarr in Karlsbad auf dem Wege des 
Austausches unserer beiderseitigen Listen der vom Erdbeben des 
26. November betroffenen Orte eine ergänzende Förderung unserer 
Bearbeitung des letzteren erzielt. 

So reich »luch das fiü* die Vürliegende Darstellung verfügbare 
ünt€rUi>:smateria1 anfangs erschien, so stellte si< b Inch V»ei dessen 
Bearbeitung seine Unzulänglichkeit li<liufs ])enphenscher üra- 
«frenzung des ^'esamten Sehüttergeinetes und behufs gegensei tiirer 
Abgrenzung der Zonen von verschiedener öchütterstärke und von 
verschiedenartiger Form der Bodeubewegnng heraus. Die auf 
Seite 16 bis 18 nach diesen Kriterien ausgeführte Gliederung 
des Schüttergebietes entbehrt deshalb, wie fast alle anderen der- 
artigen Versuche, der genflgenden Schärfe, ist vielmehr eine ver- 
schwommenere als es wohl in der Natur der seismischen Er- 
scheinungen selbst liegt. 
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Zeitpunkt de9 Bebens. Das hier zur DarstelluDg gelangende 
Böbnarwald-Bebeii voUiog sich am 26. November igoi zwischen 
15 and 30 Mmiiften naeh 1 Uhr mittags. Über den genaueren 
Zatponkt seines Eintrittes liegen zwar keinerlei zuverllssige An- 
gaben ans dessen pleistoseismisehem Sohflttergebiete vor, doeh 
dfirfte sieh denelbe ziemlieh treffend mit Hilfe einer bereits beim 
Cfamier Beben auf 8. 6 angewandten Berechnimgsweise fest- 
stellen lassen. In Leipzig trat das Beben nach seismometrischer 
Zeitregistrierung 13** 18™ 46* mitteleuropäischer Zeit ein (sieh»' 
S. 19). Da die epizentrale Zone des Böhmens'ald-liebens und 
zwar von Itoßhaapt aus gemessen, 190 km von Leipzip entfernt 
lipL't lind die Fortpflanzungs^esi-lnvindit/lveit der am Seisiuometer 
dfü erst*^ii Ein'^at/ liervorbnüL^ciidHü Kniwelleu naeh Fernbeben- 
Ertahrungen aut 1111 Dtirehächmtte iokm in der Sekunde an- 
nuiehmen ist, so haben dieselben von ihrem Ursprungsorte in der 
Rofihaupter epizentralen Zone (siehe Seite 17) bis zum Leipziger 
Seismometer 19 Sekunden gebraueht« so daß der primSre Erd> 
bebenstoA I3''i8"*2/* erfolgt sein muß. Eine erfreuliche Über- 
eiastiinmuig mit dieser auf der Basis astronomischer Zeit he* 
nehneten Bintrittssett des Bebens zeigt die aus WoHdsassen et^ 
fcigte Keldung, wonach diese Stadt von den ErdbebenweUen 
13^19* Bahnzeit durcheilt worden ist 

l>ai makrose u m k dte Sekütterffdnei des Böhmmrwald-Bebens 
mn 26, Norember 1902 (vgl. hierzu das Obendehtskirtchen 
anf Tafel I) beschrinkt sich auf die nordwestliche Hälfte des 
Böhmerwaldgcbirges, also auf dm eigentlichen Bohmerwald oder 
das oberpfälzische V\ aidgebirge zwischen Waldsasseu und der vom 
Regen luid seinem Nebenfluß, dem Cham, benutzten Lücke des 
Böbmerwald-Gebirgszuges \iud < rstre kt sich von hier aus auf 
dessen sanfterer, östlicher Abdacimug bis in die angrenzenden 
Landstriche Böhmens und auf seiner steileren bayerischen 
Böschung bis in das Östliche Bergland der Oberpfalz. Die Gegend 
von Neudorf südlich von Karlsbad und die von Waldsassen, be- 
greifen die nördlichste, diejenigen von Waldmünchen, Furth und 
£iefalkam die südliehste Ausbreitung des Bebens, wfihrend im 
W^stso TineheBreiith, Flo0 und Tftnnesberg, im Osten Hies, 
Wescrits «nd Neumarkt als die am weitesten in diesen beiden 
HimiBeisriefatangan Torgesehobenen Orte genannt werden kOnnen, 
ia weldien sich die Erschfittemng den Bewohnern noch bemerk- 
Itth machte. 
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Das Schüttergebiet des Böhmerwald-Bebens stellt demnach 
eine elliptische Fläche dar, deren größere Achae dem Gebirgszuge 
fast [Mwallel verläuft und etwas über go km mißt, w&hrend die 
künsere, ost westlich zwis hrn Mies und Floü etwa 55 km Liage 
bat, so daß das makroseismische Soliftttorareal des Bebens gegen 
4000 km' Flfteheninbalt besitsen dttifte. Nach dem Stirkegiade 
der Eracbllttenmg in maneken der obige Umgrensnng mar- 
kierenden Orte zu schließeii, dehnte nch jedoch das Gebiet der 
makrofleismiflchen Erbebui^^ peripberiseh noch weiter aas, wo 
aber die seismischen Schwingungen derart an latmisität Terloren, 
daß ihr Eintritt die Aufinetksamkett der Bewohnerschaft nur 
noch ausnahmsweise zu erregen vermochte, wie dies in der etwa 
25 km nach NNW vorgescbübeneu Stadt Asch der Fall war, 
während aus den zwischenliegenden Orten, z. Ii. Eger uud t ranzens- 
bad, trotz des erlassenen Zeitungsautrnfps und persönlicher An- 
fragen keine jtositiven Nacbrichton zu erzielen waren. 

Das Gebiet krf'ißifjer ErscJiiiftrrunff nimmt ungeräbi' den 
zentralen Teil des gesamten Schüttergebietes ein imd läßt sich 
durch eine Linie umschreüien, welche von Tachau im Norden 
aus in südwestlicher Richtung nach Waldthuin^ TOn hier ans naoh 
SO über Eslam, Stadlern und Bchwanach und dann Über Neu- 
stadt und Haid zurück naoh Tachau Terlluft, aber naturgemäß 
keine tchaiCB Grenze beoeichnet, sondern vieUaehe Undulationen 
erleidet Biese gesamte Flftche gehört durchaus dem Gneiß- und 
Granitgebiete des eigentlichen Bdhmerwaldes an. AnffiÜligere 
Dislokationen, mit welchen das Erdbeben in genetischem Zusammen- 
hang stehen könnte, Terzeiohnet die GOMBBLsehe geologische Karte 
jenes Gebirgslandes nieht. 

Innerhalb des soeben umschriebenen Areales intensiver Er- 
schütterung hebt .sich wiedemni eine Zone ab, in der sich die 
letztere durch einen merkiich höheren Rtärkegrad vor der des 
angrenzenden Gebietes auszeichnet. In ihr vollzieht sich das 
Beben in Form emcs em:ir/fn Stoßes, der von dröhnendem Donner 
begleitet und allgemein wahrgenommen wird. Häuser erzittern 
von ihren «irundfesten bis zum Giebel, Fenster klirren, Küchen« 
geschirr, Glftser, Öfen, Türen klappern, Bilder schwanken an den 
Wftnden, Tische und Betten bewegen sich siohtliofa, leichte Gegen- 
stände, selbst Stühle und B&nke werden Terschoben, unyersohlossene 
Stuben- und Schranktfiren öflEnen sich, Ziegelbrocken fallen Ton 
Schornsteinen (Pfraumberg), der Mörtel von ZimmerwMnden be- 
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kommt SprGnge (Ffraomlyerg), eine Ifsaer in Nenhlnsel kUSende 
Biflse. Die Bewohner werden Ton Schrecken erfaftt, manche glauben 
ein Teil des Hanses sei eingestürzt, aus vielen Behausungen laufen 

die Bewohner auf die Straße. Haustiero z»'igeii großp Beängstigung. 
Hier un i vviid der Stoß im Freieu bemerkt, lokal zittert dann 
der Erdboden so stark, daß sich die Leute geschüttelt fohlen 
l^bei Neukirebeu uad Leßlnhe). 

Die Gesamtheit dieser £r»cheiuungea dürfte dem Stärkegrad 
5 der Bossischen Skala entsprechen. Dem Gebiete derselben 
gehören die Ortschaften Pfraimberg^ WusUbm^ Roßhaupt, Neu- 
k'iusel^ Krulosimthal^ Noudorf (auf der bayerisch'bdmischen Grenze), 
^tukkdieny Qreorgeubtfff, Leßk^, Neuenkammer nnd Waüdham 
an. Dieselben Terteilen meh auf eine Zone, welche den Böhmer- 
wald etwas nördlich der Halbiernngslime seiner LXngserstreekung 
in ostwestUcher Bichtang dorchqaert und das pleistoseismische 
Areal des Sehllttergebieies reprftsentiert 

In etwas geringerem Grade ftoßem sich die gleichen Erd- 
bebenerscheinungen und zwar ebenfalls noch in Form eines einzigen, 
ziemlich allgemein wahrgenommenen Stoßes, der Heuser erzittern, 
Fenster klirren, Fensterläden klappern, Bilder schwaukt ii inadit und 
die Bewohner heftig t ix lir* -kt, in den unmittelbar angrenzendru 
T^andstrichen u. a. mit den Orten I^^rusfadf, Haid, ZeiUdi, Langen- 
dörflas, l'ctchau, Waldthum, Burlhardtsrieth. 

In dem Berglande außerhalb dieser nur sehr undeutlich um- 
sehriebeneu beiden sukknssorischen Gebiete nimmt das Beben statt 
eines einzigen yon Zittern gefolgten Stofles die Form von 2, 3, oder 
4, mdirere Sekunden danemden weUmßrmigen Boäenbewegmgm 
an und wirkt hier sonlohst noch so krlfdg^ daB es sich in ziemlich 
Tiden HSnsem der Ortschaften, so z. B. von Ftassenburg^ Pfirmtsdi^ 
Bshm, Buendorf, SdiSnue^ PuUeftried, Stadhmy Sehicargadi^ an 
deren Eixittem, am Anf- nnd Ahsehwanken des Füfibodens, dem 
Klhrren der Fenster, am Klappern von OeschiiT nnd Türen, am 
Pendeln von Bildern bemerklicli macht und die Bewuhnei- in 
lebhaften Schrecken versetzt, der luanehe von ihnen aus ihr»T 
V\ ' liüung auf die Straße treibt. In Eslarn ist die erste n\ cIUmi- 
türmige Be^vegung die längere, zwischen ihr und der kürzereu 
zweiten liegt eine Ruhepause von i bis 2 Sekunden. 

Auch im Frden werden diese Erscbütt^srungen nebst be- 
gleitendem Donnerrollen lokal recht empündlioh wahrgenommen 
und zwar in einem St&rkegrade^ der ebenso wie in manchen 
M*t]k-ph]r».xi«M« itoe. 2 
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Ortochaften mIM, in größerar HöbeidAge betrlchüicher ist, al> 
an tiefer gelegenen Punkten. So spielten eidi im Eslamer 
Forste in 580 — 600 m MeereshOhe so starke Bodenbewegungen 
ab, daß dort angestellte Holtkaner fllrchteten, ibre am Feuer 
stehenden Eoohgesdiinre wflrden umstürzen, wfthrend die in ge* 
ringeren HOhen beschäftigten Arbeiter nur schwache derartige 
Erscheinungen verspürten. 

Tu de« übrigen mehr pcnplii rischen Arealen des Schütter- 
ge])iet«s schwiioht sich die Intensität des Bebens mehr und mehr 
ab, sodaß dasst'ibe schließlich nur noch von guu/, vereinzelten 
Bewohnern beobachtet wird. Im Norden des Sehütiergobiet^s 
werden in Wrf^fritg schaukelnde Bewegungen wahrgcnoninien, 
unter denen Fenster, Öfen und Btühle erzittern {Hei. Herr 
W. Pbtbriiann). In Marimbad bemerken einzelne Personen 
eine kurze, TOn 8 nach N gerichtete, mit schwachem Gerftosch 
verbundene Erderschütterung und leichtes Klirren von GlaS' 
geschirr, wfthrend Wandulnen und Bilder nnberOhrt bleiben 
und die Heilquellett keberiei Beeinflussung xeigen (Ref. Herr 
Dr. med. A. Onimi). In Mährkig werden ebenfalls ^ Zimmer 
und ihr Inhalt nur in leichtes Zittern yersetst. In TirtAenreM 
und in dem noch weiter nach N gelegenen Wäldsassm wird eine 
schwach wellenfifrmige Bewegung verspürt, welche an letstr 
genanntem Orte eingeleitet wird durch ein erst schwaches, dann 
heim Näherkommen sich verstilrkendes unterirdisches Donnerrollen. 
Iii der vom übrigen Schüttergebicte ganz isolierten, weit nach N 
vorgeschobenen Stadt Asch wird von Bowohnern der auf Fels 
gebauten Hüuspr ein Iii rigor andauerude.s Köllen und Zittern be- 
merkt TRof Korr Direktor Alberti), wUhrond andere eine seh wlichere 
und dann eine stärkere Wellenbewegung des Bodens beobachtet 
haben wollen. Die Zeitungsnachncht, daß sich ähnliche sehr 
schwache seismische Erscheinungen auch in dem sftchsischen 
Grenzorte Oberreuth fühlbar gemacht hatten, hat sich nadi einer 
dortselbst vom GemeindeTorBtand Toranstalteten Umfrage nicht 
bestfttigi 

Einer der sttdliehsten Orte, aus denen über das Beben vom 
26. November berichtet wurde, ist Walebn^liicftefi. Auch hier 
wurde die Bewegung nur sehr schwach und swar ab von K 
kommend empfonden; der Stubenboden vibrierte und aus Sprfingon 
der WSnde eines Zimmers fielen einige kleine Stttckehea Kalk 
herab. Rasselndes Gepolter begleitete die £rschütterang. 
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Auch das Seismogramm des Böhmerwald-Bebens laftt in 
Mmer i2 5ofachen VergrOBenmg der Bodenbewegungen (Figur 3) 
3 Abflchnitto: Vorphase, Haiiptpbase und Endphase untenehmden, 

von denen auch diesmal die beiden ersten unmerklich in ein- 
ander übergehen, w»hrend die Endpbase in die chronischen Boden - 
erzitterungen verläuft. In der \ urphaso siuti die Perioden und 
Amplituden der AusschUij^e minimal, in der Hauptphase gewinnen 
beide ziemlich unvermitt> Ii b* träebtlich an Größe, um dann bis 
zum £nde des Bebens ganz; allmählich wieder abzunehmen. 

Die Zeitpunkte des Beginnes und der Endschaft dieser 
3 Phasen sind aus der folgenden Zusammenstellung ersichtUch: 





Lnkonigierte seis- 
mometriBche 
Zettre^strierung 


Korrigiert in mittel- 
europäische Zeit 
nach der Vkaw- 
HOFEBächen ^<>iulai- 
iihr der Leipziger 
Sternwarte f FCorrck- 
tur = + I" 38"). 


Erster Einsatz j 

Beginn der Hauptphase . . ^ 
Ende der Haupi^ase . . . 


13^ 17" 8' 
13* 17" 34* 

13* 19" 


,3b j^m 

13** 19" 12» 
13h 19» 38' 
13"* 20^ 38' 



Danach betrug in Leipzig die Dauer der Vurphaae 26 Sekunden, 
der Hauptphase ebenfalls 26 Sekunden und der £ndphase etwa 
(K) Sekunden, also diejenige des ganzen Bebens ungefähr i™ 52*. 

Die S^wingungsperioden. Die in dem Seismogramm Fig. 3 
zum Ausdruck gelangenden Bewegungen des Untergnmdes von 
Leipiig erfolgen wShrend der ganxen, 26 Sekunden langen Vor- 
phaae so rasch « daß sie sich nicht scharf von einander trennen 
lassen, dftft also ihre Perioden unmefibar bleiben. Mit dem Be- 
ginn aber der Hauptphase yerlftngert sich die Periode der Einzel- 
ansschläge direkt auf 0,42 bis 0,58 Sekunden (vergl. S. 12), 
infolge dessen sich die Einzelbcwe^amf^en bei ihrer Aufzeichnung 
scharf gegen einander abheben. Im weiteren Verlaute der lluupt- 
pbase w.iehst3n die Perioden um no<"h etwas, uämlicb auf 0,6 bis 
0,8 Sekunden an. Bald maclicn sich jedoch die chronischen 
Tageeenitterungeu störend bemerkbar, indem sie sich den all- 

2* 
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• Vorphau 



Flirar 3. Du« Ton dem 
Wirrhertiirhrn Ppndplnpiii» 
luoNietfr tH LrlpKlir rffrl* 
> Haoptphaee Mtrirrte S^lHmofrrawin dea 
Itöhmrrwald > IIpbeoM vom 
a6. NoTfMbrr 1902 von 

I3I1 igin ^6« hiN 13»' 20"' 38« 

In i25ofarlier Vprg ru&^riair 
der wirkllrlii'a Rodenbe- 
weaunfrea. 

Die 3 TTitt(>rbrerhaQgeii 
dor leitraoRrainmatitchen 
Linie waren die Markierun- 
gen der Minuten ij*» 17, 1 j*» 18 
und tjl> 19 durch die mit dem 
SeiBrooineter vorbiiudene l'hr, 
welche aber in mitteleuro- 
päische Zeit umgerechnet 
worden aind (vergl. Seit« 19). 



Endphase 
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mtiilicli schwacher werdenden fleismischen Wellen fiberordnen und 

hierdnrch bewirken, daß in der Endphase der Abschluß der seis- 
mischen AutV.rirhnung nicht stharl' /.u erkennen ist. 

JJie Amphtuden. Die Vorphase des Beismog^raimnos vom 
Böhmerwald - Bo^en besteht in dem i25olach ver^rrößerteu Seis- 
mograTOm Figur 3 aus Erzittenmgon von im Höchstfalle 2,75 mm, 
was einer tatsächlichen Bew t gung des Untergrundes von 0,002 mm 
entspricht. Die Amplituden dieser minimalen Ausschläge nehmen 
dreimal zo nnd ab, ohne daß sich jedoch die letzteren scharf von 
einander abheben. Mit dem vierten Anschwellen « dem Eintritt 
der Hauptphase, werden die Perioden l&nger, so daß sich die 
jetzt auch intensiveren Bewegungen der Schreibnadel in Einzel- 
aosschlSge auflösen. Die Amplitude derselben ist im Anfangs- 
abschnitte der Hauptphase am grOflten und betrügt im Seis- 
mogramm 7 mm, in Wirklichkeit 0,0056 mm. Im nächsten 
Teile der Hauptphase, wo sich die längsten Perioden einstellen, 
habon sich die Amplitudon schon auf 5 — 6 mm, also auf 0,004 
wahrer Größe verkürzt 

Vergleicht mau das Seisüioiframm des Buhmerwald - Belieus 
mit demjenigen des Greizer Hohcns (Fig. 2 S. 10), so tritt be- 
reits bei diesen beiden Naiibeben die Erscheinung mit größter 
Deutlichkeit vor Augen, daß mit wachsender Entfernung vom 
epizentralen Schüttergebiete i) der Beginn der Hauptphase immer 
mehr vom ersteji Einsatz des Bebens abrückt, 2) gleichzeitig die 
Dauer der Schwingnngsperioden der Hauptphase zunimmt^ 80 
betrug der Zeitabstand des Einsatzes der Vorphase bei dem in 
nur 70 km yon Leipzig entstandenen Greizer Beben von dem der 
Hanptphase im Leipziger Seismogramm 9 Sekund<»i, deijemge 
aber bei dem Böhmerwald-Beben, dessen Weg sich auf 190 km 
belief, bereits 26 Sekunde^. W&hrend sieh femer die einzelnen 
Ausschläge der Hauptphase des Greizer Bebens anfänglich wegen 
Küi-üc iluer Perioden decken und erst im /.weiteu Abschnitte 
dieser Phase einige wenige ders< lben 0,5 Sekunden Dauer er- 
langen, ha})en sieh die Schwingungen der Hauptphaso des Böhmer- 
wald-Bebens gleich von Anfang an in dem Leipziger Seismogramm 
individualisiert und erreichen allmählich ein Maximum von 0,8 Se- 
kunden. Hierdurch gestaltet sich die Aufzeichnung des Böhmer- 
wald-Bebens offiicr und weitläufiger und hat sich, zugleich durch 
die Verlängerung der Vorphase, mehr in die Länge gezogen. 

i>nickl«rtis nkläxt Id. iL 
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Die Ton Wiecherts astatischem Pendelseismometer 
in der Zeit Yom 15. Juli bis 31. Dezember 1902 in 
Leipzig gelieferten Seismogramiue von i'ernbebeu. 

Hit TM n. 

Von 
Fbamz £Taou>. 

Im folgenden sind diejenij^pn Seistnogramme von Fernbebcu 
(Teleseismogramme) talicllarisch zusammengestellt und kurz be- 
schrieben worden, welche VV'iecuerts astatisches Pendelseismometer 
in Leipzig vom 15. Juli bis 31. Dezember 1902 geliefert hat. 
Wie im ersten die Seisraogramme TOm 28. März bis 15. Juli 1902 
behandelnden Berichte \) wurden auch diesmal bloß diejenigoii 
Aufiwichnungen berücksichtigt, dezen seismiBcbe Natur unTerkennbar 
ist, während alle Begistrierungen, deren Charakter durch sonstige 
Störungen des Apparates stark Terwischt worden ist, keine Auf- 
nahme gefunden haben. Das Seismometer selbst hat in diesen 
5'/, Monaten keinerlei Beparatnr hedurft, doeh ist diese Zeit 
insofern nicht ohne Störung seiner Leistungen vorflbergcgangen, 
als sich eine Auswechselung des Triehwerkes für die Papier- 
streifen notwendig machte und als der Regulator einige Male 
einer ßeparatui- bedurfte. 

■ 

Cliarakteristik der in naohstehendor TWbelle aufgeffiliiten 
Setomograiima. (S. 24 u. 25.) 

j. 

28. JuH 0^38« 8« bis 0^45*. 

Von beiden Komponenten wurde eine in unregelmäßiger 
Weise anschwellende und allmählich sich wieder ausglättende 

i) Vergl. diese Berichte 1902, 283 — 326. 
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Zickzacklinie aufgezeichnet. £iii scharfer erster Einsatz fehlt. 
Die Aufzeidmung erinnert sehr an die des sadfranoOsiflcheD Bebens 
vom 6. Mai 1902.^) 

Zu entsprechender Zeit wurde in OberitaUen ein Erdbeben 
veispfiit und in den italienischen Warten sowie von den drei- 
iachen Horizontalpendeln zn StraBbnrg und Hamborg au%eieiehnet^ 
Wie diese letzteren, so wnzde also auch das WmOREBTSche Seis^ 
mometer za Leipzig durch die Ton der Lombaxdei ausgehenden 
seisnuschen Wellen in TfttiglEeit gesetzt. 

2» und 3. 

3. Aagust 17*» 58« and 18* 7" 30» bis iq'^is". 

Das Seismogramm unterscheidet sich dadurch scharf von 
allen bis dahin erhaltenen, daö von beiden Komponenten zwei 
sehr kraftige, durch ein Zeitintervall von Minuten getrennte 
Erderschütterungen aufgezeichnet worden sind, denen aber keinerlei 
deutliche Haiqitpbafie folgt, obwohl Stunde lang leichte 

Erftuselungen und Tereinzelte, fla<^e Wellen die Ersohfltteraug 
der Erde bezeugen. 

Die erste Erhebung zeichnete sich innerhalb 70 Sekunden 
in Form von etwa 55 Ausschlagen yon nahezu gleicher St&rke 
au£ Die zweite Erschfltterung wurde Ton der Ostwestkomponente 
in Form leichter, sich allmählich abschwScbender Ausschläge 
notiert, beginnt hinLregen bei der AuUeichnimg der Nordsüd- 
komponente niit eiutiü kräftigen Ausschlag, der die Nadel erst 
4 mm nach Westen un<i dann ruckartig um 8 mm in ent^egen- 
iresetzter Richtung bewegt. Diesem energis(;hen AnstoB folgen 
fünf minder kräftige, bevor auch von der Nordsüdkoinponente 
eine ebenso leichte Zickzacklinie aufgezeichnet wird wie von der 
Ostwestkomponente. 

Da sidi die Begistriernngen beider Komponenten der ersten 
Ezzditittening sehr ähneln, hei der zweiten aber in höchst auf- 
iälliger Weise sich unterscheiden, so ist anzunehmen, daß die 
Scfaütterzentren nicht zusammenfallen, sondern im Gegenteil sehr 
weit Ton einander entfernt sind, daß also mit andern Worten 



1) Dieae Berichte 1902, p. 307 u. Taf. 1 Fig. 3 u. 4. 

2) Vgl. den Julibericht der Kais. Hauptätation für Krdbeben- 
foischung zvL Straßbuig. 
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swei gans verschiedene £rdbebeii kurz nach einander au^geieidinei 
wurden. 

Pendel ohne Dampfong haben nach dem Bericht der Kais. 
Hauptstattan fOr Erdhebenforscfanng in Btrafthnrg beide Beben 
nicht aoseinander zu halten yennodit. 

4- 

4. August 23*» 30" 22' bis 23»» 44". 

Eine Aul'zoichmiDg wie Nr. i , nur sind die Schwingungen 
liier noch schwächer. Das epizentrale Gebiet des zngehörijren 
Bebens ist im Süden, bez. Südwesten /u suchen. Es wurden 
nämlich m 'jleifhor Zoit (11 Dir ,35"' Nachts) in Carmra, Massa, 
Genua, Pisa Ki-dstöÜe ven>piu*t, ebenso aber auch ein solcher 
von ansehnlicher Stärke in Leiria (Portugal) wahlgenommen. 

5* 

Beben von Kaschgar. 

22. August. Erster Einsatz 4^8" i\ 
(Tafel II). 

Dieses Seismogi'aram ist das gewaltigste, welches bis jetzt in 
Leipzig erhalten worden ist. Es wurde im allgemeinen von der 
Ostwcstkompononte etwas stärkt r aufeezeichncjt und beginnt hier 
(siehe die Tafel) mit einer KeilH> kurzjuM iodigor, rasch znnchmen- 
der und durch Interferenzen vielfach gestörter Ausschliic^e (/-Jj), 
weiche nach 2 Minuten bereits in eine Gruppe von Schwing- 
ungen (Fj) übergehen, innerhalb deren im Verlauf einer Minute 
die Amplituden auf 75 mm anschwellen und ebenso rasch wieder 
abnehmen. Der Aufzeichnung einer größeren Anzahl von ziemlich 
scharfen, denen des ersten fiinsatses gleichenden AusschlAgen 
folgt weiterhin, 7 Minuten nach dem Beginn , eine schwftchera 
Gruppe von Schwingungen (F,) mit im Höchstfälle 45 nun Am- 
plitude Tmd diesen wiederum eine Anzahl Ton zaddgen Aus- 
schlägen mit abnehmender Intensität, welche 10 Minuten nach 
dem ersten Einsatz unvermittelt in laug^ajue kräftige Schwing- 
ungen (Fg) Übergehen, die durch interferierende Wellen stark 
gestört erscheiueu. Die Periode dieser Schwingungen mag iju 
Mittel 8 bis 10 Sekunden Länge besitzen. Der fünf Minuten 
andauernde unregclmUÜigo Welleuzug endet uut einer Giiipp« 
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ungestörter Schwingungen (V^), innerhalb deren die Amplituden 
rasch auf 130 mm ansteigen, um ebenso schnell wieder abzunehmen. 

4^ 2,1;™ beginnt die eigentliche Haupiphase (i/j) mit fünf 
^^chwiriuMii L"'ii, deren Pt l ioden bis auf 20 Sekunden und deren 
Amplituden bis m i 10 mm ansteigen, nnd setzt sich dann fi\r 
nahezu lO Minuten aus Schwingungen zusammen, die dtirch 
Interferenzen stark gestört sind, aber Amplituden aofweisen, 
welche bis zn dem enomen Betrag von iqi mm anwachsen. 
Wihrend dieser aoßerordeitÜieh krttftigen Aufzeichamig hat sich 
der NnUponkt des Pendels so weit verlegt, daft der Sebreibstift 
in der Rolielage, von der Torhergebenden Stnndenlinie statt am 
4 nun um deren 11 abgerftekt ist. 

Die Hanpipbase gebt in die Sndpbase {EP) Uber, indem 
iUmlblieh sebwfteber, kfiner nnd unregelmifiiger werdende Onippen 
▼on Schwin^mgen dnreb ebenso allmählich an LKnge zunehmende 
Pausen unterbrochen werden, innerhalb deren der Schreibstift 
nur leichte, ziemlich langperiodige, unregelmäßige Wellen auf- 
gezeichnet hat; bis schließlich in den letzteren die seismische 
Erregung ausklingen zu wollen scheint. Noch erreichen jedoch 
diese unregelmäßigen Wellen Amplituden von mehreren ^bis 4) 
Millimetern Breite, als siob ibnen 

6. 

5^ 17™ 8* 

die AnsscU&ge des ersten Rinsat7>es (E^) einer sweiten starken 
ErBcbftttemng überzuordnen beginnen. Der An&ngsteil des Seis- 
mogramms dieses ebenfiills gewaltigen Bebens bat naturgemftfi 
dnreb die anskHngeDden Wellen des eben nur Begistrienmg ge- 
langten erheblich gelitten und leider fiel auch der Beginn der 
Hauptphasen beider in die gleiche Höhe der Papierstreifen, so 
daß es schwer wurde, die von dem zweiten Beben verursachten 
Sthwmgungen von denen des ersten abzutrennen und ftir sich zu 
verfolgen. 

Das zweite Seismograoim gleicht im allgemeinen dem eine 
Stimde vorher aufgezeichneten außerordentlich, nur sind bei ihm 
die einsäen Absdinitte wesentlich schwächer entwickelt. In den 
Vorphasen werden die Gruppen sehr krftftiger Schwingungen 
vermiAt, sie scbeinen aber doch durcb einzelne, sieb in annftbemd 
den n&mlicben Abstinden wie bei jenem Seismogranun bemerkbar 
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maehende, kräftigere Wellen wenigsteuB angedeutet ta mn. 
Zwischen den Yorphasea und der Hauptphaee findet sich andi 
beim zweiten Seismogramm keine scharfe Trenniing, und in der 

Hauptphase (i/^) selbst kehren di« vom ersten Seismogramm er- 
wähnten Interferenzen wieder, die Aiapliuiden aber erreichen hier 
im Höchstfalle nur den Betrag von 122 mm. 

Nach alledem mnö angenommen werden, daß das an zweiter 
Stelle aufgezeichnete Jiebon von dem nRmlichen Kerd ausging, 
in dem der erste seismische Paroxysmus stattfand oder daß, falls 
die Herde getrennt waren, beide doch zmu mindesten derselben 
8chütt«rgorrcnd angehören. 

Zn der der Aufzeichnung der beiden Seismogramme 5 und 6 
entsprechenden Zeit, wurde das 5100 km entfernte Kasohgar und 
seine Umgebung (Ostturkestan) Tcn auBerordentlieb heftigeii £id' 
stAfien heimgesucht, welche ganze Ortschaften Yemiditeten und 
Hunderten von Menschen das Leben kosteten. Nach dortiger 
Ortszeit haben diese verheerenden ßt5fie 8^ 15"* begonnen, so 
dafl der kausale Zusammenbang zwischen ihnen und den Leipziger 
Seismogranimen keinem Zweifel unterliegen kann. Anfanglich 
war es, wie bereits erwähnt, unnir)glii-li , diesen Ziisamineuhang 
an den Seismogranimcn njichzuweispii, da deren iiauptphasen sich 
nicht von einander tixiuK ii und ji *1 üir sich überblicken ließen. 
In der Ruhelage nämlich bofindel sich der Schreibstift des Seis- 
mometers nui* 4 mm von der Linie entfernt, die er in der vor- 
hergehenden Stunde gezeichnet hat. Da nun die bis 122 mm 
breiten Ausschläge im Anfang der Hauptphase des zweiten Bebens 
sich in der Mitte zwischen V3 und des ersten Seismogramms 
befinden, so erhellt, dafi die gewaltigen Schwingungsaufzeich- 
nungen der Hauptphasen beider Seismogramme sich vielfach fast 
decken. 

Klarheit über die Seismogramme wurde erst bei Anfertigung 
der beigegebenen Tafel II gewonnen. IKeselbe wurde hergestellt, 
indem direkt von dem bonißten Papiei-streifen zwei photographische 
Abzüge gemacht und aul dem einen unter ständiger BenuUunc: 
der Lupe nur die Tiinien des ersten ßeismogrammes, aut dt iu 
andern nur die des zweiten Seismogrammes mit dor F«»dpi- nach- 
gezeichnet wnrd<^n. Hierdurch wnrd** es ni<»gluh, l»eide Seis- 
mogramme beliebig weit von einander abzurücken und zum 
Zwecke der Herstellung von Tafel II photolithographisoh zu ver- 
vielfältigen. 
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In deufUdistor Weise hat daa WiBCBBRTSohe astatisclid 
Pndelfleismooieter aafgeseicluiet, wie siob die leicfaien AusBohlage 

ersten Einsatzee yom xweiten Beben (E^) den langsamen 
Wellen der Endpbase des ersten überordnen. Es verdient dies 

lusdrückliel) hervorgehoben zu werden, da iiaeh dem Bericht der 
Kai>»>rlichen Hauptstation für Erdbeben forschung zu StiMÜl irg 
liir den Monat August 1902 die dort, fungierenden Sei.siin.metor 
ohne Dämpfung das Auseiuauderhalten beider seismischen Er- 
eignisse nicht gestatteten. 

23. August 14'' 18" 54' bis 14'' 35*". 

Es haben sieh gleichmftffige, attf ein Fernbeben zu besiehende 
WieOensilge aufgeseichnet. Ein erster Binsats ist nicht erkennbar, 
v«i1 gieidiieiüg ein ferner Sturm sowie die gewöhnlichen Tages- 
onttemngen die Sehreibnadela beeinfluBten. 

8. 

24. August ca. 3^ 12™ bis 3^ 40*°. 

l'üuige Züge von leichten Sinuswellen. 

9- 

30. August 22* 56" 40" bis 31. Angnst o** 20". 

Der erste Einsatz ist bei beiden Komponenten ziemli( Ii <(leich, 
aber nicht kräftig, ihm folgt nach 2 Minuten augenscheinlich eine 
nreite stärkere Kischütterung. Die Hauptphase der Kordsüd- 
l'omponente ist wesentlich kräftiger aufgezeichnet als die der 
Ortwestkomponente und beginnt dort mit einer Beihe bald 
ititakerer, bald sehwSeherer, allmfthlich sunehmender Schwingungen, 
4nfla einige siemlieh regelm&filge Wellensttge folgen, innethalb 
denn die Amplituden bis auf 55 mm anschwellen und langsam 
wieder abndmMn« Der Bndabschnitt besteht aus unregefanftßigen, 
Miten Wellen. 

Das Beben, welches dieses Seismogramm lieferte, dürfte su 

dwn Bebensch warm gehören, der am 22. August in Ostturkestan 

^j . n Aniiiug iiahm, und etwa bis zum 3. September dauerte, 
ivir (3*'ii TfCi. August dürfte im speziellen eiu aus Taschkent ge- 
meldeter starker Stoß iu Frage kommen. 
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10. 

6. September o*» Ii" bis o*» i6™. 

Einige leichte tmregelm&Bige WelleDsftge, die TieUeicfat lao. 
dem beftigen Beben herrühren, welches gegen Uitteniielli m 

Larissa ^Griechenland) Terspürt winde. 

II. 

8. September 3* 23"» 40^ bia 3** 25» 50^. 

Die einzelnen Schwiugangen der nach Art der Seismo- 
gramme I und 3 aafgezeichiit'ten Zickzafkliuie besitzen so kleine 
Amplituden (im Höchstfalle 0,25 mm), daü man die Lupe di 
Hilfe nehmen muß, um den seismischen Charakter der Anfmichnmig 
zu erkennen. Alsdann läßt sich dentlieh wahrnehmen , daß'Mf 
der abgegrenzten Strecke die Perioden l&nger als die der siftndigen 
£mtterangen sind und die Amplitaden nnregelmftßiger als die 
der letsteren. 

Der Herd des Bebens, dessen Wellen sich in der beschriebensit 
Weise eben noch in Leipzig aufgezeichnet haben, ist in den Pjienien 

zu suchen, wo in der Nacht zmn 8. September um 2 Vj tJhr sowohl 

in dem Iranzösischeu Städtchen Pau wie in den spauischcn Städten 
Saragossa und St. Sebastian stärkei*e Erderschütterungen verspürt 
wurden. 

12. 

22. September 3** i"* 53» bis 5* 30". 

Der erste Einsatz be; innf mit leichten Endtterongen, die 
allmählich an<;ehwellen und sich nach 4 Minuten zu 8 kräftigen 
sebarfrii A n ^ l lnr^ou steigern. Den 2. Einsatz leitet auf dem 
Streifen der Nordsüdkon^nente ein Zng starker regelmäßiger 
Wellen 01% dem drei sehwiohere nnd weniger regelm&ftige folgen. 
Die Hanptphase wird im Beginn durch nnregelmftfiige Wellen 
mit sehr langen Perioden, aber nidbt besonders großen Amplituden 
charakterisiert. Im zweiten Teil der Hanptphase wachsen die 
Amplitaden zwar etwas, erreichen aber bei weitem nicht das 
Haß derer in der zweiten Vorphase. Auf dem Streifen der Ost- 
westkomponente sind die Vorphasou viel weniger kräftig out- 
wickelt, insbesondere macht sich in der zweiten Vorpha^e nur 
eine Weikugruppe bemerklich; dahingegen sind die langen Wellen 
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im Beginn der Hanptphase ziemlich regelmäßig und wachsen die 
Amplituden im Endabschnitt der Hauptphase über das Maü derer 
der Noi dsü'lküiuponente hinaus. Nach dem Endo des ganzen 
Beismogramms hin erscheinen auffallend regt^lmäüige und schöne 
Zfige von simisartigon WeHen. 

Das Erdbeben, welches dieses Seismogramm aufzeichnete, dürfte 
8«i]i epizentrales Gebiet in Ostindien gehabt haben, wenigstens 
wurden in jenen Tagen, wenn auch ohne genauere Zeitangabe, 
Nachrichten über veriiemnde firdstttBe von den Philippinen nach 
Suropa gesandt. 

13- 

23. September 21*^ 31"* 50" bis 24. September O*' n'". 

Dieses Seismogramm gleicht bis ins Eüueloste demjenigen, 
welches Ton dem GuatemiJabeben am 19. April 1902 hier in 
Leipzig erhalten wurde. ^) Dieselb«! Unterschiede zwischen den 

Aufzeichnungen der beiden Komponenten, dieselben auffallend 
laügen Wellen m der zweiten Vorphase, dieselben Interfei*enzen 
namentlich im Anfangsteil der ilauptphase sind hier m kon- 
''tatifrfn, wie sie von dem Seismogramm :iu< >\em Monat April 
hescki'ieben wurden; der einzige Unterschied besteht darin, daß 
die Amplituden bei letzterem kleiner waren, als sie bei dem 
Seismogranun vom 23. September sind. Bei dieser großen Über- 
eiastimmnng der Seismogramme war zu erwarten, daß beide auf 
das n&mliche epizentrale Gebiet zu beziehen waren nnd tatsäch- 
lich ist, wie am 19. April, so anch am 23. September Guatemala 
Ton einem schweren Erdbeben heimgesucht worden. Die Erfahrung 
BELASS nnd Sohl^bbs'), daß TOn denselben Ansganppnnkten 
herrflfarende Seismogramme sich gleichen, findet somit durch den 
Torfiegenden Eall eine weitere Bestfttignng. 

14- 

2, Oktober 18^ 57" iz* bis ca 20** 

Auf der wegen eines starken örtlichen Windes sehr unruhigen 
Linie machen sich die leichten zacidgen Ausschläge deä ersten 

1) VeigL diese Berichte 1902, p. 302 u. Taf. IL 

2) Ergänsungabaad I zu Gerlands Beiträgen zur Geophysik 190z, 

3) Beiträge zur Geophysik, s* Band, p. 446. 
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Einsatees eines Bebens bemerkUefa. Im Iianfe der ntehsten Stande 
treten einzelne Wellen mit riemlioh langer Periode auf, so daß 

das Ganze augenscheinlich als Seismogramm eines sehr feraeu 
Bebens aufzufassen ist. 

6. Oktober 9^ 20*" 10* bis ca. 10^. 

Das Seismogramm erweist sich dadurch beeinträchtigl , da Ii 
gerade während seiner Aufzeichnung dor Observator zufülliu in) 
Seismometerraum auf- und abgegangen war. Bei einer derailiguu 
Bewegung in der N&he unseres Seismometers gibt der Zement- 
fuBboden derart nach, daß die Scbreilinadeln um 3 bis 5 mm 
abgelenkt werden. Infolgedossen läßt sich nicht si^n, ob die 
starke Ablenkung der Nadel der Ostwestkomponente um 15 mm 
in der ersten Yorpkase dnrcb das Beben aUein Terorsaebt worden 
ist. Die Hanptphase besteht ans einem sekr langen Zug -von 
Wellen^ welebe Perioden Ton ann&bemd gleicher L&nge, aber bald 
wachsende, bald abnehmende Amplituden aufweisen. Die Notiermig 
der Kordsfidkomponente erinnert bis auf ihre iSngere Dauer und 
ihre längeren Perioden sehr an diejenige, welche die n&mli^e 
Komponente bei dem macedonischen Beben vom 5. Juli 1 902 * ) lieferte. 

Zu entsprechender Zeit wurde in Xeu-Mar<.'ii.iu i^l ruvinz 
Fer^rhana in Russis( li -Zontralasien) rin 2 Minuten dauerndes, 
starkes, wellent'uruiigt.s i^)di>eben verspürt. 

16. 

25. Oktober 22^ 48" jS» bis 22* 54". 

Auf der durch ft-rneu Wind leicht gcwtUten Linie erscheinen 
s< liwachp Erzitterungen, die sieh bald zicinlich kräftigen, bis 2 mm 
Amplitude erreichenden Aussehlägen überorduen. Kine weitere 
Phasenentwickelung ist nicht zu erkennen. 

Zu gleicher Zeit wurde in Bosnien eine kräftige Erdentchütte- 
rung verspfirt 

4. November gegen io\ 

Die Zeit dieser Erschfltterung kann nicht nfther bestimmt 
werden, da an dem betreffenden Tage der Regulator gereinigt 

I) Diese Berichte 1902, Tafel I, Fig. 10. 
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wurde. Die NotMmng besteht ans einem langen Zuge unregel- 
■iiiger Wellen, deren AmpBtnden allmShlich abnebmen, wonaeb 

£e durch ein Fernbeben aufgezeicEnete Hauptphase eines Seis- 
iaügramnis vorliegt. 

x& 

14. November 22^ 44" 40* bis 22*» 50". 

Eine leichte Zickwicklime» Ahnlieh wie sie oben bei Nr. i 
nd Nr. 3 SU besehreiben war. 

20. November 21* 46» 45» bis 23* 30P. 

Der erste Einsatz besteht aus einer ^oßen Zahl rasch auf 
einander folgender au intensitUt allmähiich abnehraenfler Aas 
schl&ge. Die zweite Vorphase ist nur sehr schwach eut wirkeit. 
Die Hauptphase beginnt mit einer Reihe von Wellen mit sehr 
l&nger Periode aber geringer Amplitude. Im zweiten Abächnitt 
der Hauptphase wachsen die Amplituden, während die Perioden 
abnehmen^ aber immer noch lang bleiben. Der Endabschnitt be- 
fteht aus sinusartigen leichten Wellen. Die ganze AnfEcichnung 
ainnert sehr an diejenige vom 22. September (p. 30) und nament- 
lidi an die vom 28. Mira 1902.^) 

an. 

21. NoTcmber 8* 15" 30« bis 9"* 50". 

Dieses Seismogramm repräsentiert den nämlichen Ty])us wie 
das vorhergehende, nur nehmen dio einzelneo Pliasen kürzere 
Zeitriume ein und ^ind dem entsprechend auch die Perioden der 
asMlnen Wellen kürzer. 

21. 

23. November 2i^32'> bis 2i>>39» 
Ein Zug schwacher onregelmiEiger Wellen. 

13. Dezember o*'32™40" bis i'*35" 

Züge von sinusartigeu, langperiodigen Wellen, die augen- 
xfaeiniich die zweite Yorphase und die Hauptphase eines Seisnio- 
gnunms darstellen, wie es oben unter Nr. 1 7 charakterisiert wurde. 

I) Vergl. dieae Berichte 1902, Tafel I, Fig. i. 
Ilalb.-ph7a KUmm IMS. 3 
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13. Dezember i3'*i7'"30" bis 19** 20". 
Ober dieses Seismogramni gilt das oben Yon Nr. iB Gesagte. 

16. Dezember 6^ 14"* 12" bis ca. 7^35"*. 

Das Seismograniin becriiiDt mit einer sehi* großen Anzabi 
winziger Ausschlüge, deren Periode sich so allmSbUch verlängert, 
daß der zweite Emsatz nicht scharf hervortritt. In der 1 1 . Minute 
nach dem Beginn fangen sowohl die Perioden wie namentlich die 
Amplituden an unregelmäßig zu wachsen, sodaß ein Übergang in 
die Hauptpbase gebildet wird. Letztere besteht aus einer Anzahl 
▼on Wellengruppen, deren AmpUtaden jeweilig langsam m- und 
dann wieder abnehmen. Die unregelmftBigen Wellen des £nd- 
absehnittea besitien noeh Amplituden von etwa 2 nun, als sich ihnen 

«5- 

leichte Anssehllge überraordnen beginnen, welche beweisen, dall 
eine neue ErschAtterung stattgefunden hai Da diesem BInwatt, 
wie im eben beschriebenen Falle nach etwa 15 Minuten eine 

Hauptphase folgt, die der eben geschilderten gleicht, nur schwächer 
entwickelt ist, so ist aus den Seismogrammen zu schließen, daß 
beide Stoße vom nämlichen Herd ausgegangen sind. 

Die Seismogramme Nr. 24 n. 25 sind zweifellos auf das 
heftige Erdbeben zu beziehen, weiches namentlich Andischan in 
Russisch -Turkestan verheerend heimsuchte. Ganz besonders be- 
weisend für diesen kausalen Zusammenhang ist es, daß aus Neu- 
KargJjan über zwei durch einen etvra halbstündigen Zwischenraum 
getrennte Erschütterungen berichtet wird, die sich sonach auch 
in' Leipzig als deutlich von einander getrennte Seismogramme 
aniiGfeschrieben haben. 

2Ö. Dezember ca. 2^54"» bis ca. 3** 50". 

Die zu diesem Seismogiamm gehörenden leichteren Wellen 
sind in erheblicher Weise durch di^rjenigen Terwisdit worden, 
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Welche auf die StOnne m banehen aincl, die Ende Deiember Aber 

der Nord- tmd Ostsee tobten. Infolgedessen ist der erste Erasatf 
zeitlich nicht genau festzulegen, in der Hauptphase aber gewinnen 
die seismischen Wellen entschieden die Oberhand und schreiben 
sich als mehrere kräftige, ziemlich regehniiüig anschwellende und 
wieder abiiehmuude Ginippen auf, die sehr au diejenigen erinnern, 
welche am 30. Aufrnst zur Notierung kamen. Das Beben, weh lu*^ 
23 Sekunden lang Bijäk im Gouvernement Tomsk in weileu- 
fonnige Bewegung «eiste, dflrtte dieses Sei«nognunm anfgesobrieben 
heben. 

27. 

30. Deiember t^B^$2* bis ca. 6^s$^, 

Auch dieses Seisrnogramm mi wie diejenigen vom 23. August 
(Kr. 7) und vom 28. Dezember (Nr. 26) durch Sturmwellen be- 
einträchtigt worden. Gut erkennbar ist auch hier, wie die zweite 
Votphase allm&hlieh in die Hauptphase hintlberleitet. Diese 
Iststere weist in ihrem Anüuigsteil die krftfidgsten WeUen mit 
den l&ttgsten Perioden auf. 

Eiokbliok aal die Fernbdbe&äurKoiobJian^a in Leipzig 

wtUirad daa Jftbra igoa. 

Vom 28. März bis 31. Dezember iy02 sind in Leipzig durch 
WiECHERTS astatisches Pendelseismometer 41 Teleseismogramme 
zur Aufzeichnung gelangt. Dieselben verteilen sich aul* die ein- 
zelnen Monate wie folgt: 

März I 
Aprü 4 
Mai 4 
Juni 2 
JnH 4 
Angnst 8 
September 4 
Oktober 3 
Noyember 5 
Desember 6. 

Bei einem großen Teil dieser SeisninpraTiiiiie gelang es, mit 
Sicherheit oder wenigstens großer Wahrscheinlichkeit, die Gegend 
fesUusteilen, von der die seismograpmiatisob aufgeschriebenen 

8* 
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Beben aasgegugeD lind. Yeigegenwirtigi man noh dieie Mftarai 
Teleeeiamogranime tmd neht dabei toq denen ab, die nidit deaükh 
in Phasen gegliedert nnd, so IKfit rieh ein erhebUfte Tal dar 
Terbleibeindmi auf drei Typm. EitrIlchitthiQn, die sieh in folgsador 
W^se cbarakteririeren^): 

1. Beide Vorphasen sind scliarf von eiuauder zu trennen und 
schwfi hf n sich nach ihrem Ende hin deutlich ab. Die 
Uauptphase beginnt mit Wellen, die sowohl in Bezng auf 
Amplitude wie Periode die grödten niid längfiteu des ganien 
Seismogrammes sind. 

Diese Gruppe bilden die Gnatemala-Beben Tom i9.Apnl 
und 23. September. 

2. Beide Yorphasen sind scharf von einandor au trennen und 
scfaw&chen sich gleichfalls allmählich ab. Die Haaptphsaa 
beginnt mit Wellen yon anßexordentlich langer Periodei 
aber auffallend geringer Amplitude. Erst im sweiten Teil 
der Hanptphase stellen sich bei kürzer werdenden Perioden 
Yereinielte betrftchtliehere Amplituden ein. 

Hierher gehört das Seiann »g ramm des Molukkenbebens 
vom 28. März, {oiner diejenigen vom 25. Mai, 6. Juli, 
22. September (Philippinen V), 20. November und 1 3. Dezember. 

3. Die beiden Vorpbasen sind nicht scharf von einander getrennt 
In der zweiten Vorphase nehmen die Perioden und Ampli- 
tuden allmählich in unregelmäßiger Weise z\i, sodaii ein 
langsamer Übergang zur Haupiphase stattfindet, welch 
letztere aus einigen bis vielen, oft. ziemlich regelmäßigen 
WeUeuzttgen mit den grOftten Amplituden des ganseu Seis- 
mogramme s besteht. 

Zu diesen SeiBmogrammen gehOren die vom 22. Auguit 
(Kaschgar), 30. August (Taschkent), 6. Oktober (Neu- 
Margyan), 16. Desember (Andischan), 28. Detember (B^sk), 
sowie auch dasjenige des macedonisdien Bebens vom 5. Juli. 

Der Schwerpunkt für die Unterscheidung der oben charakteri- 
sierten Seismogramm - Typen dürft auf (iiuiid der seitherigen 
Erfahrung in der Ausbildunj^^ der Hauptphase zu suchen sein, 
dahingegen dürften die krättigeu Wellen, wie sie sich in den Vor- 

i) Vergleiche hierzu diese Berichte 1 902, Taf I Fig. i nnd Taf II 
»owie das der vorstehenden Aufzählung beigegebene Seismogramni dei 
iLaschgar-BebenB auf Tafel II. 
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phaM des enton 6«Biiiograoiiii« ▼om 22. August flo auflkllig 
bemerklieh maehen, für den Gesamiohainkter dmielbeii ohne Be- 
dratuug sem. Sie Bohemen yielmehr Ton jedem besonders heftigen 
Erdbeben hervorgebracht werden zu können, da sio fast nioht 
weniger markant auch bei den Seismogiammen der (Tuatomala- 
Beben (Typus i) auftreten, ja sich auch auf dem wahrscheinlich 
auf heftige Stöße in Südustasien zu beziehenden Seisiuogramm 
vom 22. S*^pt<»mber (Typus 2) vorfinden. 

Gloicharüge Aufzeichnung deutet hin auf den gleichen von 
den Erdbebenwellen zurückgelegten Weg, also auf gleichen Ur- 
l|Riingsort sowie auf gleiche unterwegs erlittene BeeinfluBflitngen 
der Weilen. SoHT^ijTER^) spricht die nftmliche Erfahrung ans, 
indem er sagt: „daft das Erdbeben, wie es sich an den ver- 
adiiedenen Beobaehttmgscuten abwickelt, eine alleinige Funktion 
der Hassenanoandnnngen des Weges ist, welche der forl^pflanzte 
Stoß swisoihen Herd und Beobachtungsort zu passieren hat** 

WSbrend nnn das epizentrale Gebist der den Seismogranini' 
Typus I n. 5 liefernden Beben bekannt ist, bat den Typus 2 bis 
jetzt mit absoluter Sicherheit bloB das Seismogramm des Molnkken- 
bebens vom 28. März ergeben, doch steht hei seiner höchst eigen- 
artipon Entwickelung m erwarten, daß alle nach dem nämlichen 
Typus entwickelten Seismogramme auf Beben bezogen werden 
können, dip m Ostindien und den vorgelagerten Inseln sich fühl- 
bar gemacht haben. 

Nach alledem dürtte man berechtigt sein, unsere Seismogramm- 
Tjpen nach den episentralen Gebieten der zugehörigen Beben mit 
besonderen Namen zu belegen und kann sprechen von: 

1. einem transatlantischen Typns^ wenn die sich auf- 
indmenden Wellen den atlantischen Ozean passiert haben und 
die Hanptphase mit den krftftigsten und längsten Welleii des 
ganzen Seismogramms beginnt; • 

2. einem ostindischen Typus, wenn sich die das Seismo- 
gramm erzeugenden Beben jenseits des ffimalaya abgespielt haben 
und die ersten Wellen der Hauptphase zwar die Iftngsten im 
Seismogramm auftretenden Perioden, dabei aber auffallend schwache 
Amplituden besitzen; 

3. einem konfinentafen Typus, wenn die Wellen in dem 
MWth und sudöbtiich von uns liegenden Febtlandskomplex erzeugt 



I) Qni.Aiii>, Beikftge zur Geophysik 5. Band S. 446- 
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worden Bind und die toh Urnen im Seismognunm Eufgeseiduietd 
Hauptphase, ohne sieh scharf Yon den VofphaBen abraheben, aus 
mehr oder weniger regelmäßigen Wellentflgeii mit den grOflten 
Amplituden des ganzen Seismogrammes besteht. 



Tafelerlüärimg. 

IMe Tafel ist die photolithographieofae Reproduktion sweier 
phoiograpbisoher Abzüge des Original -Seismognunms, auf deren 
einem nur die Anfoeichiiungen des ersten Stoßes yon Kaschgar, 
auf dem andern nur diejenigen des 70 Minuten darauf folgenden 

Bebens mit der Feder nachgezeichnet wurden. Das Nähere über 
die Herstellung der Tafel, über die Notwendigkeit des Auseinander- 
rückens beider ^eiämogramiiiü sowie die Beschreibung der letzteren 
befindet sich auf Seite 26 bis 29. 

l>pm I. Einsatz (E^) 4^ 8'" folu- n die Vorjjhasen mit den 
kräftigen Wellengruppen V'j bis Fj, diesen die Hauplphase //j 
und weiterhin die £ndphaäe EI'. Den ohne Uaierbrechung 
reproduzierten, auf der untern Kurve der Tafel allmählich aus- 
Uingenden Wellen der letzteren ordnen sich 5^ i;*" S* die Aus- 
schläge dos ersten Einsatzes (JE^) eines zwoitrm Bebens, gefolgt 
▼on der Hauptphase ther. Von der Endphase desselben ist 
nur der Anfangsteil zur Darstellung gelangt 

Erdbebenstation 

des paläontologisch-geologischen Instituts Leipzig. Januar 1903. 
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über BemoallificlLe Zahlen 
und Funktionen im Gebiete der Funktionen zweier 

Teiftaderlichen QrSAen. 

Von 

Mabtiü Kbaube. 

In einer Arbeit des Verfassers, die sich in den Vi iiilhngen 
Bericbten der Könipl. Sächs. Gesellschaft der WissenschafUn findet, 
ist eine Theoiin der ultra-bernonllischnn Zahlen und Fnnktjonen 
aVigeleitet worden. In der Einleitung zu diesem Autsatze sind 
einige Verallgemeinerungen kurz skizziert worden, diu im Gebiete 
der BBBNOULLischen Zahlen und Funktionell in der letzten Zeit 
Yon verschiedenen Autoren ge^f^Vipn worden sind. Im Anschloß 
hieran möge znnftchst noch auf die folgenden Arbeiten hingewiesen 
werdflüf die es flidli aneh zum Ziele setzen, die geaeimte Theorie 
Dftßh gewisser Bichtong hin weitennilQbren. Es ist das erstens 
eine Arbeit ron JoNQiniBB^), in welcher Fnnktioiien betrachtet 
werden, die u. a. sich In die Beihe entwickehi lassen: 

»-«C08(»ll«-|») 

imd in engerm Zusammenhang mit der verallgemeinerten Bibiiann- 
sehen Reihe stehen. 

Dann aber hat Herr Hurwitz') für die £ntwickelangskoei£- 

1) Über eine Verailgeroeinening der BEHNorLuBchen Funktion und 
ihren Zusammenhang mit der verallgemeinerten RiEMANWBchen Reihe. 
Stockholm. Acad. Bibiog. i6l. Siehe auch Fortächritte der Mathematik. 
Band 23. S. 432. 

2) Über die Entwicklnngskoeffizienten der lemniskatiBchen Funk- 
tfonen. Math. Ami. Band 51. 
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zientcn der lomniskatischen Funktion ähnliche Eigenschaften nach- 
gewieson, wie sie die BERNOULLischen Zahlen besitzen und ein 
Schüler von ihm, HeiT Matter^) hat das Analoge fUr die £iit* 
wickeluQgskoeffizienten der Funktion o, 4) geleistet. 

Zu diesen Arbeiten ist nun in der neuesten Zeit eine Notiz 
von Herrn Appel') getreten, in welcher derselbe auf BEBXOULUSche 
Funktionen von swei Terlnderlicfaen GrOßen anfinerkBam macht 
und dieselben mit den elliptiBehen Integralen in Yerinndnng setzt. 
Im Anschlufl an letstere Arbeit hat dann der Verfimer diifes 
Äirfsaiies^ im Gebiete der Funktionen zweier verilnderlichen 
GrOBen eine Sonunenfoxmel aufgestellt, weldie alz Analogen sa 
der MAc-LAUBorachen Snmmenformel im Gebiete der Funktionen 
einer verSnderiiehen GrOBe angesehen werden kann. 

Es ist der Zweck der folgenden Betrachtungen^ die soeben 
genannten Notizen weiter auszuführen, vor allem die Summen- 
formel ausführlicher zu begründen. 

8 

Detaitiei vei BeneilUsehei Zahlez im OeUete 
der Paiktlinei zweier Yeriiierliehen QrVßen. RekarsionsfemeU für 

die Bereehnnog derselben« 

Unter Bmouzju»^ ZMen im Chblde der FuMkmm 
g^mer veränderlkhen Größen mikn wir m der Folge Größen 
y\ , , ... versidim, wM^e der Giekkung Genüge Uielen: 

wobei tf und ß xwei wUlhärfkhe KontUmien hedenien. 



1) Die den BswomLischeii Zahlen analogen Zahlen im Kteper der 
dritten Einheitewonehi. Vievteyahrsfcbrilt der Natturf. Ges. Zfirieh. 
Jahigang 45- 1900. 

2) Sur les fonctiona de Bawonud ^ denx variables und Über die 

BsBNouLLischen Funktionen zweier veränderlichen Orftfien TOtt 
Archiv der Math. u. Physik. Dritte fieihe. IV. 8. 293. 

3) Sur une formule Bommatoire dans la th^rie des fDBeüons k 
denx variables. Comptes-Beodvs 8 des. 1902. Faxis. 
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iU» diMer Gleiehmig Iblgt nniiiittelbv; 

od«r Midi: 

wuui wir £e GrÖBen h dnreh die Gleichung definieren: 

(3) + M + + 

Ans der lefstten Gleiehnng folgt bekanntliob, daß die Größen b 
ant nDgendem Index der Noll gleich dnd, mit Auntnhme der 
Grtße welche den Wert — -1 besitzt Hieraus folgen sofort 
£e DarsteUnngen: 

lemisgesetzt, daß m > 2 ist, während t&r m 2 sich ergibt: 
(4b) y^^h^a^ + 2blmß + b^ßK 

Fsmer wird: 

(4c) 1 - (21» + 1) b^hm^ß 0 . 

Ans diesen Gleichnngen sind die GrOßen / der Reihe nach zu 
bmhnen, wenn die BESKOULUSchen Zahlen bekannt sind. In 
im eintadisten TOlen folgt: 

7t ^ j— '1 — 6 r 2 , ys=* 4 ' 

^ können die Größen y aber anch direkt, ohne die gewöhn- 
lichen BHRXOUUiisclies Zahlen an kennen, mit Hilfe von Bekursionsr- 
finrmeln beredmen, nnd awar wird sich hier eine ihnlidie Mannig- 
fiütigkeit ergeben, wie bei den letsteren. In der Tat, die Fomel (i) 

ergibt ohne weiteres die Beziehimg: 

U) (y + « + /3y"> - (y + - (y + + y- - 0 , 

außer wenn n^2. In diesem Falle tritt auf der rechten Sdte 
SB 8leUe der NuU die Größe 2«/}. 
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Diese Formel kan» demn deum lüflMti, die Größen f der 
Reihe nach m berechnen, 

DenkoB wir uns ferner in Formal (r) an Stalle tod p: ~v 
gesetzt, flo wird: 

e(r+<»4-^» mm e-y» 

oder also wir erhalteo die Formel: 

(6) (, + , + ^)(.)_(_,)t.4-0, 

die eine ähnliche Struktur besitzt, wie die Formel: 

in der Theorie rlfr gowülmlii lit^ii BFRNorLLischen Zahlen. Im 
Gegensatz zu Formel (5) bietet sie nur die Möglichkeit die 
Größen y mit ungeradem Index zu berechnen, wenn die GröB«o 
mit niederem Index gegeben sind. Sabtrahieren wir Fonnei (5) 
von Formel (6), so eigibt sieh: 

(7) (y + + (y + /jy» -Yn-{- - 0, 

außer wenn ii « 2, wo auf der reehten Seite der Aoadnuk 
— 2aß za stehen bat. 

Ans dieien Fonneln kann dann nach bekannten Prinzipiell 
eine unendliche Ansibl weiterer abgeleitet werden. Ss gesdnebt 
das mit Hilfe des 

M/reaUes: VenUht man unter f{z) eine beüebige ffontt 
raHondle Funktion von so finden die Relationen stad: 

rö- + «) + fir + « - f(r) - f(- r) - - «l»r (o). 

von denen dit l^ffe eine unmiiidhare Folge dnr hrulm ersten ist 
Wir ^\n<\ nuf ii' ^rin VVejL'e im stände n« uc Jvekursionsfonnelü 

abzuleiten, darunter auch abgekürzte. Hierfür möge wenigstens 

ein Beispiel gegeben werden. 
Wir setzen; 

dann ergibt sxdi die Beziehung: 

(9) ym(y + « + |J>-> - (- "(y -I- « + ft<->y. - 0, 

und das ist eine abgekuiz.tt- iiükursionsformel. 
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Wir können aber weitere Formeln auf folgende Art ableiten: 
Wir haiten gesetzt: 

{e"' —!)(/'— 1) 
An Stelle von v fletzen wir linka and reohtB 29, so ergibt ni^: 

l)(e«/»»-l) * 
odar abo wir eriialten naeh Zerlegung des Nenners in die Faktoren: 

- 1) (g»" + 1) (' - 1) (e^* + 1) 

den L€krs€U$i Die Bssatouiusdun Zahkn y Ukkn dar JUkursiong- 
f omd GenOgez 

(lo) (2y -f « + /Sy") + (2y + ßV") + (2y H- l3y-> + 2"y„ - 4y, = 0, 

0H8 welcher die Größen y der JicUie nach berechnet werden können. 

kack hieraus folgt eine allgemeine Besiehnng: Verstehen 
wir unter f(x) eine beHebige ganze rationale Fnnlction von x, 
80 wird aUgemein sein: 

(i 1) /•(2y + « -f -f /(2y 4- «) -I- f(2y + + A2y)-4 Ay)=U. 

Wir können die letaten Resultate verallgemeinern. In der 
TM, setsen wir in Fonnel (i) an Stelle von v: kVj wo Jl eine 
beliebige ganae Zabl bedeutet, so wird: 



Der Nenner kann in die Form gebracht werden: 

— 1) {e(*' - 1) -f e t^-*)«' + . . . + 1) 

80 daß wir die Beziehung erhalten: 

(«») 

Entwickeln wir die rechte Seite nach fallenden y, so treten 
in den Koeffizienten Doppel summen von der Form auf: 

mit denen wir uns sp&ter sn beschäftigen haben werden. 
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9 »■ 

Anderweit« DuvIeUnBg der BeraenUisekei ZaUei y. 
Wa fimdan für die ChOBen ff^ dan Audnid: 

+ (9»), i, «»"-» II» + • . • 

Ks können hieraus andere Darstellungen dei^rllM ii (iiüüeu 
hergeleitet werden, die unter Umständen von Wichtigkeit sein 
können. 

HierwB folgt, daß wir die Größen dur<^ em$ tmfa/^ 
urmdHAche Bäke darstdkn kömm, tu derm EoeffinerUm dk 
Oröfim h linear auftreten und swar dnrch die 



2 



in welcher die Größen /^'l doppelte Axt dargestellt werden 
könnsn, nftmUcb duroh die AusdrOoke (4): 

und: 

l>aN<60fi jtöfMMii «üe Größen y%m aber oMh in degpdi unendliAe 
Bethen enheiduÜ werden. 

Wir gehen dazu tod den Entwickelungen aus: 
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Durch Miiltiplikatioti eigibt sich Merwu DusteUung: 

(5) (7^-i-l + T)(7M-l-»+'T) 



rvt «Ml 

wobei die Voraussetzimg hinzozimehmeii ist, daß keine ratio- 
Biie Zahl ist 

HienMis ergibt sich sunäohst die unmittelbar ersichtliche 
DinteUnog; 



dann aber wird: 
vobci gesetsEt ist: 

Dm Bemdtaie modifizieren sidi, wenn a : ^e rationale Zahl ist 

in der Tat, nehmen wir an, daß: 

ist, wobei und ganze rationale Zahlen bedeuten, die keinen 
gemeinsamen Teiler besitzen, so müssen aus der Doppelsumme in 
61 (5) alle diejenigen Glieder fortgelassen werden, für welche: 

ht An ihrer Stelle treten Glieder von der Form: 

4t>V 

Qnd demgeiiitiß reduziert sich auch die Fonnel (7). 

Die anf diesem Wege erhaltenen Doppelsummen treten dauu 
äii Stelle der einfachen Sanunen: 

in Gebiete der Funktionen einer yerinderliehen OrSile. 
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§ 3. 

Dettnition amt Htiupteigeiischatten von Bernoullisohen Fanktlnnen in 
fieUftto der FukUoBeA iweier veränderlieheH ClröAen. ^) 

ihnlich wie BuBNOUUJSche Zahlen können auch Bbbmoulij- 
Bche Funktionen im Gebiete der Funktionen iweier YeHLnderlichen 
QrOBen definiert werden. 

Wir gehen dazu von der Gleichung aus: 

oder auek: 

und multipUsieren dieselbe mit: 

wobei I? der Reihe nach die Werte 0, 1, . . . ar — 1, q Jrr R^ibp 
nach die Werte 0, 1 , ... y — 1 anneliinen kann und addieren 
alle Gleichungen. Daun ergibt sich durch Vergleichung der 
Koef^euten von v" links und rechts die Beziehung: 

wobei gesetxt ist: 

(i) 9ni^yI/,^,P)^n(n- ljup ^ ^ {ap-j-ßqy--. 

Bei der Ableitung dieser Beziehung sind die Größen x und f/ als 
positive ganze Zahlen voransgesetzt. Die rechte Seite in Gl. (2) 
definiert aber bei beliebigen Werten TOn X und y eine ganie 
Funktion von x und y. Wir wollen nun folgendermafien 
definieren: 

ÜiUer einer BERsouimcken FunMkn nier Orämmg im 
Uäe Mweier veränderUi^en Größen sdR die gante IkmkUon von x 
und ff verstanden werden: 

(y + + jJy)(«) - (y + i^xp - (y + ßyp -f 

X md ff nennen «ir ihre Ärgtmente^ u und ß ihre Barameier, 



I) In Besug auf diesen Paragraphen möge auf die in der Sin* 
leitung eiüerten Notisen im ArehiT der Math. n. Hiys. verwieten 
werden. 
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El folgt dann der 

Lehmtc: Versteht «Mm tmtet » md y mmi ffome posUüiae 
ZaKlm^ 90 Mit die BsiaioüLLisdte FmHOUm nfer Orämmg die 
Jkgp dn mm e dan 

Für die soeben angefüJurUn BuuiOULLischdn Funktionen können 
noch andere Darstellungen gegeben werden. 
In der Tat, der Anadrack; 

ttßv*(tf* - iHf"^^" - 1) 

1) 

kann geschrieben werden: 

«r» (e«*» — l) (ef»»» - l) 

oder auch: 

Hieraus folgt, daß der Entwicküluogskoeffizient ¥on — gerade 

Ii ! 

nuere fite BnofOULUBclie Funktion ist^ oder also wir erhalten 
den LehrBats: 

Die «orMti defimerte Bsmutmi^ FmMm nter Ordnung 
itt pldcft dem nten IHffermdUdquotienien der JB^mkHon: 

aßv^ef'* - 1) (e(»J" - 1) : («•• - 1) (e^* - 1) 

nadi V VP Punkte x = 0, 

Wir können aber noch eine weitere Dai*stellimg unserer 
Funktionen geben. In der Tat, der soeben betrachtete Quotient 
kinn anofa aU das Produkt der beiden Faktoren: 

ot7(c"" — 1) — 1 und /3t? (c^*" — 1) : c^» — 1 

an^efafit worden. Hieians folgt unmittelbar, daß er auch das 
Pkodakt der beiden Summen ist: 

wobei anter (fuif) die bekannte BaBNOULUSche Funktion einer 



Digitized by Google 



4S lIiariM Emäum: 

veränderlichen Grl'So Terstaudeu wird, die für eiueu positiTeu 
gauzzahligen Wert von z gleich: 

-h 2«-» + . . . (f - 1)"-») 

ist Hieraus folgt dann der Lehrsatz: 

Die definierte BEBNOULLUtke Funktion nter Ordmmg kann i» 
die Form gtbradA werdm: 

9n{x, y, cf, |J)~ii«"-»/59«_i(aj)9>,(y) 

+ #ija"-«A9«-.t(a;)9i(3r) + na§r-^fft^(x)fpn^i(jf)^ 

In den einfachsten FMlen wird: 

«• /J) = 2a/3«jf, 

9s («1 «» — 9ttßxif{ax -f jJy - « — 

• • • • 

Die soeben eii^efilhiien Funktionen haben nun Umliche lägen- 
Schäften wie die BmuroüUJSohen Funktionen einer yerilnderlicheii 
QrOBe. Ss möge das nicht ausfOhrHch ausgefllhrt werden, viel- 
mehr besdirftnken wir uns auf die folgenden Bemetkungen. 
Bilden wir die Funktion: 

J^f «I ß) 

so kann dieselbe yermöge der bekannten Beaiehung: 

+ 1) =• 4- 

geschrieben werd^i: 

In ähnlicher Weise ist die Größe: 

y+ 1, «, P) 

XU behandeln. Hieraus ergibt sieb der Lehrsatz: 

Die Funkitm ip»(x 1, y, a, ß) kann in die Farm gt- 
Itracht werdm: 

(fte Funktion ^»«(x, y -j- 1, a, /3) tn die analoge: 
9,(0?, y, /J)-f-/J«(fJy-f«^p 
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Mm smä die AuiärüdBe: 

(«X 4- ^ 9> i!t)}* ~ und (^y + «9 " 

«uft dfln hmamisdtm 8aUe tu aUwickdn und noc^ der JSbi^ 
McMffi^ (Ml Sidk von: 

and ^(y)^ 

tu tdtm 

Dia beiden soeben betrachteten AnadrAcke siiid einfaeher sa 
boreelinen, als die BmorLusdien FnnlEtionen zweier vetttider' 

liehen Größen. Kennen wir die letzteren also in dem Intervall 
jr — O,'... 1, 3/ =-0, ... 1, so können wir sir; für weitere 
positive Werte von % und y auf verhältnismäßig einfache Weise 
berechnen. 

Zu einfacheren Beeultateu führt die Untersuchong des 
Ausdrucks: 

jf-f 1, «» jl) — ^.(«+1, jf, «i jl) 

— ?p«(«. y-1- 1» «» + y, 

Detselbe kann auf uehrfaoheni Wege gebildet werden. Wir 
wollen die ute ButooiAnche Funktion ali iiten IHlFerential- 
qooiienten der. Größe 

oaek V im Punkte v 0 m Qninde legen. Dann wird der in 
Betracht gezogene Avadmek gleich dem »ten Differentialquotienten 
der Größe: 

aaeb « im Punkte « » 0 oder also gleieh: 

2 ß^i/ij {ax -j- ~ *^ . 

Unter solchen Umstftnden eihalten wir den Lelmts: 

Die BEsmvujteht FmMon nUr (Mmmg leiää der QUiekmg 

+ tpniti, «, jj) * 2ttßni («« + 

Diese Öleichnng vereinfacht we sentlich die nununsclie IJprpchnung 
der BEBNOULUschcn Fimktionen. In der Tat, denken wir uns 

iUÜL-pkfW. KlMM IMS. 4 
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die Werte derselben in zwei Strei&n gegeben, beide tod der 
Breite 1 , von denen der eine von .der «-Aohse und der Lum 
3f « 1, der andere von der Achse und der Linie x^l vai 
zwar von den positiven Teilen dieser Linien begrenzt ist, so folgt 

aus der abgeleiteten Gleickuug eine einfache Berecliuung fui" die 
weiteren positiven Werte von x und 

Für gewisse Werte der Argumente kann der Wert der 
BEÄNüüLLischen b'unktionen leicht angegeben werden. In der 
Tat, setzt man entweder x ~ 0 oder y = 0, so folgt aus den 
DefinitionsgleicbuDgen unmittelbar: 

Vmi^f 0, «, — 0. 

Femer folgt mit leichter Mühe: 

(5) 1, «, /3) = 0, 

wenn « >• 2 , sowie 

(6) 

Um einige weitere Besiehungen nbsuleiten, denken wir uns den 
Ausdmck sn Grunde gelegt: 

4- - - i W 9« (y) H naß*- {x) <pn-t (y). 

Nehmen wir die bekannte Qleicbnng hinzu: 

9, (1 - a;) - (- (a:) , n>l, 
so ergeben sich die Beiiehungen: 

(j^ 9>»(1 y, «, i3) = v«(a;, y, - «, ß) + fio/5«-»9),_,(y), 
^„(«, 1 -y, «, /I) — 9,(<c, y, «,-/J) + «o*-*/Jg»,^,(«). 

Berücksichiigtiu wir die Gleichung: 

9«(ap, y, «, ß) - (- (a?, y, - - , 
so folgt dann fCLr » > 2 die Beziehung: 
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'EbtiaBo^mBtuh folgt der Lelinais: 

ht M eme mfferade SSM größer al$ 1^ so diit Größe: 

+ y. «» /3) 

(ier Null gleich, ist dagegen n eme gerade Zahl > 2, folgt für 
dieulbe der Wert: 

-««■-*j39,_i(x)— najJ"->()p,_i(y) + 9,(ap, y, a, ß) - (fni-^, y, — ß))- 

Von besonderer Bedeutung ist der erste Teil des Satzes. 
In der Tat, denken wir uns fttr einen nngeraden Wert von n 
die BBBMOUiiiUGhen Funktionen in swei Streifen gegeben, beide 
Ton der Breite |, Ton denen der eine Yom der ji?« Achse nnd der 
Idnie f — dir andere yon der y-Aehse und der lanie 
tud swar Ton den positiTen Teilen derselben begrenzt ist, so 
folgt ans der angegebenen Besiehnng der Wert für weitere posi' 
tive Werte Ton x und g. 

Im Ponkte af — y s wt der Wert der Funktion 
folgendermaßen leicht zu bestimmen. 

Wir können üin als den fiten Differentialquotienteu dor 
Gröfie: 

ttßv^ («T — i) (ß t - l) — 1) (e^» - 1) 

nach V im Punkte v mm Q ansehen. Letztere Gröfie kann aber 
geschrieben werden: 

. «,s/ 1 1. 1 

BrwSgen wir, daß lih a, p dur Ausdruck: 

=Ü!L .^^9 

(«"• — l)(e<*' — 1) 

iit, 80 ergibt sich als Wert der Funktion tp^{\, j3) der 

Anadmek: 

^ - 1 ^ (2 - 1) (2— » - 1) 

Ki^&«-f«"-*/3^(2» - 1(2"-* - l)-j- • . .#ij6,-ibj«/^-»(2 - 1)(2"-» - 1)). 

I 

I 
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Ist daher n eine ungerade Zahl und zwar gl«ich w 
rednsiert sich dieser Anedrofik auf: 

ist dagegen rme gerade Zahl imd zwar gleich 21», so erbilten 
wir fttr 9tM(^, a, |3) den Wert: (iii> 1) 

^~:r5((2«i),li^ft«,-,«>— «/J*(2* - 1)(2«"— » - 1) 

+ • • • (2m),d,«- ,«^«»/^'" - « (2» - 1) (2«- - « ^ D) . 

Endlich mQge noeh mit wenigen Worten auf die Differentia!- 

quotienten der BERXouLLischen Funktionen eingegangen werdeo. 
Wir wollen uns dazu die Funktion: 

Jf, «» ß) 

geichrieben denken: 

Difioreuziert man nach a;, so wird der Di£ferentialquoti«nt der 
Klammer: 

^ßir~-- 3- h «'iJtr— . -5- , 



oder also es sfgibt sieh die 

y, «f, ft 



y. «, /J) 

+ « — : — ? l 3: 1 



Nim ist aber 



1^ 



^ Vä 



80 daft wir fttr: 

^»n(gt yt «t 

Sc 

den Ausdruck erhalten: 



nu^n^i{»i 
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In iii]ilidi6fr Weise ist der ente partielle Differentialquotient naoh 
jr 10 entwi^^eln. 

Die Besnltate kfiimeii in dem folgenden Lebmtx susunmen- 

gefaßt werden: 

JJk beiden ersten DifferenUalquotienten der Funkkon 9„ (x,^, a, 
lassen sich m der Form dctrstdkn: 

^ »na9«.i(a;, y, c, + na {ab -j- 

ry,(x,^y, (F) ^ ^ ^p^j ^ 

and 

{ßb + ag>(x))<--*) 

•odb dm bmomischen Satee m entmckeln tmd nacft der EiU- 
widthmg an Stelle wm b^^ vi^Yf 9 (y)** retp. m Bttgm ist; 

Dabei ist xu bemerken, daß g»^ (x) ^ ^^(ß) ^ 0 ist. 

§ 4. 

Snademg puer ntieialer Faiktieitti von x ud y. Erste Metkede. 
Wir hatten gesetst: 

er'. 



>etzeii wir links and rechts an 8teUe von v: — t^, so können 
wir die Gleidning auch schreiben: 

,A -Jjl „ er'- 

<l-e— e-^») ' 

«sbei dann: 

W rn - (- 1)" yn -(-!)" C«^ + ß(^T^ 

iA, Wir schreiben Gleichung (x) in der Form: 

ssd moltipliiiereB beide Seiten derselben der Beihe naeh mit: 
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wobei an BtellB TOn r vad « sii setMii Ist resp.: 

1, 2,...i?i 1, 2,. ..2, 

und und y zwei beliebige GrOfien bedeuten. 

Addieren wir die «tf dieeem Wege entstaadienen QleioinuigM 
und Tetgleiehen den Koeffizienten Ton +> links nnd reehli, 
so erhalten wir fllr die Summe: 

i^ß^H + 2)(n + 1)^ ^(a^ + y 4- «r + ßsy 

den Ausdruck: l 

■ 

Derselbe kann nach gesohrieben werden: 

- (» + y + + (« + . 

Sellen wir: 

tp(x, y) - (a; + If + «i> + + * - (JP -I- y + 

- + y + + + 

80 ist die Klammer gleich: 

aa^ "* d^'^^cy^ ay* * 

wobei « den Wert hat: 

1 



nH-2, n-fl...n — (?-f-d 

Erw&gen wir noch den dundi Gl. (a) gegebenen Wert von y^. 
so folgt, da6 die nach ^ genommene Snnmie auch gesehrittbes 
werden kann: 

wobei das Symbol: 

in btikaanter Weise autzulösen ist 



Digitized by Google 



Übbb Bcbmoclusob Zäelmm umd FmnmoHBH. 



55 



Unter -nli hen Umständen erhalten wir den Lehrsatz: 
VersidU man mier /(x, jr) die qpmeUe garue ratwnak FunkUon: 

(•+»)•+», 

so ßndet die Beziehung staä: 

r = l« = l 4} = 0 

woM die FimkUm ^(a;, y) diircA die Qkißkmg defimert ist: 

^{Xy y) — f(«+«jP. y+lS?) -/'(a? + «J?, v)-f(xy y'\-ßq)-\-f(x, y). 
In dieser (tI- i( huug smd ar, y, er, ^ wilikürüche Größen. Denken 
wir an bteile derselben uns resp. gesetzt: 

a^x, Oiir, a»cr, 

wobei «0 und zwei weitere wiUkfirliche GrOBen bedeuten, so 

wird die Gleicluing richtig bleiben — dann aber folgt sofort, daß sie 
auch besteben bleiben muß, wenn wir unter y) die Funktion: 

imd unter 9>(x, y) die hiennit summeiihftiigeiide Fonlrtion: 

y) - «p» y + P?) — /"(^ + «1? , y) - f{^, u-^ßa)-\-f(x, y) 

Terst^en, während a und ß ihre Werte beibehalten. 

Keraiu folgt aber mit Hilfe weniger SohltUm der XeArsoif : 
VersUM mm utUer f(x, y) eine UU^ige gante raHonaie 

FunUim von z und y wm der OrdmmguM n + 3« w4er u %md ß 

hdidnge Größen, so fmud/A düe B em d umy staU: 

«^Z 2f mf — ""^ ~?rv"^äi+^^ di) ' 

ifode* die Funktim q>{Xy y) durdi die Gleichung definiert ist: 

9 «jp, + ß9) - ff) - jf + ß9) + A«i y). 

Suuiieruf gniw ratieialer Puktieiei vei ii4 y, Zweite Hetteie. 

Das Öchiuöre^nltat des vorigen Paragraphen kann noch auf 
eine andere Methode abgeleitet werden, die vor der vorigen den Vor- 
zag bat, dafi sie auf ailgemeine i^Hmktionen übertragen werden kann* 

i) Siehe in Besag liof die beiden letrten Fteagnphen die eitierte 
Note dee YorUmtn in der Gomplee Bendna. 
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Wir Terstehen dasa imtflEr f{x^y) eine ganze rationale Funk- 
tion von X imd y von der Ordnungszaiil m und töden den Aus- 
druck : 

(i ) l-C«, y) -/(«-«,»- -/■(«-«, jf) -/-(«,,- ^) + r(«,f). 

Derselbe kann nach dem TAYLORSchen Lehrsatz entwickelt werden 
und zwar wird: 

In Ihnlicher Weise kennen die enten, sweiten etc. BilFerfiiitlil- 

quotienten von F{x^y) nach Potenzen von a und ß entwickelt 
werden, wobei sich das Gleich ungssjstem (3) ergibt: 




ifi — 8 

Villi)!/?! ( ^^i^^A'^^ ^ ^"^'f QU ^"^V \ 



Die Gleichung (2) und die Gleichungen des S^stemes (3) 
multiplizieren wir der Reihe nach mit: 

18 1 

1» -C^ßy T%^^*y tT2^i^ß> n»*«^*' 

-^<W«*» -itö««?*» 

wobei die Größen c einstweilen willkürlich gelassen werden and 
addieren aie sämtlich. Die rechte Seite wollen wir uns nadi 
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steigenden DifferoBtialqiiotraiiteii Ton f{x^y) in der gewShntielien 

Weise geordnet denken, dann nimmt das erste GUed die Form an: 

Wir wollen nun TerBnohen, die GrOBen c so sa bestimmen, 
di0 die Koeffizienten aller flbrigcn Diffemtialqnotienten ver- 
sehwinden. Nehmen wir xnnftohst die Reihe der Differential- 

qaotieDteu: 

w werden die Koeffisienten NuU, wenn die Gleichungen bestehen: 

1 + 2ci. - 0, 

1 + S^Cio + ^ss^ jo ^ ®» 

1 + (n - \\ey^ + (f* - + • • (fi - iV-fC^-M- 0. 

Hieraus folgt, daß die Größen Cjq, c^q, tgo- • . • resp. gleich 
6j, i^, 6j ... sein müssen. Dasselbe Resultat ergibt siuh füi- 
di^ Größen ^^oii 'iit» ^* * * * nehmen nunmehr die Differeniial- 
qnotienten: 

10 werden die Koeffiaeaton KuU, wenn die Gleidnuigen be- 
Man: 



-f (/» - «X«!! + - 2),c^ 2)^_sc^-si — 0. 



fiimiiB folgt, dA0 die GrtfBen: 

nsp. gleidi sind: 
oder also es folgt: 
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In Shnlioher Weise kamt wmter gegBqgeii wetden Es 
gibt sich dM Besnltati daft die GrOften Cß^ dnroh die «ngegebeiMB 
BediDgimgen eindeotig bestimmt sind und den Wert beritmi: 

(4) Cftr*^ bfibv^ Cvfi* 

Die linke Seite nimmt die Form an: 



so daü wir den Lehrsatz erhalten: 

Versteht tnan unter f(x, y) eine ganze rationale i mUdm 
X und if von der Ordnutu/ m utid setzt: 

wobei a und ß vollkommen triUMrltdke Oröfien bedmUeih » fMA 
die Bmdimg sfaU: 



m 



cxojf f*I \ dx^*' by) 




In dieser Formel setzen wir an Stelle von x und y die Größen 
a? -f- rr , // -\- und lassen r und s der Keihe nach resp. die 
Werte annehmen: 

1, 2, . . . i?i 1, 2, ... ä 

und addieren sbatUobe Formeln. Dann eriialten wir anf dir 
linken Beite die Summe: 

Die rechte Seite nimmt die Form an: 

wenn die FnnktioD tp (x, y) durch die Gleichung definiert wird: 

Unter solchen UmstÄnden erhalten wir den Lehrsatz: 
Versteht man unter f {x, y) eine hdUi^ige game raUonak 
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y von der Ordmmff m vnd unier a tmä ß 

belkbiffe Größen, so findet die Btzidiung sluti: 

r=p s = q m 
r»l «»1 0 

fooftei die FuMion q> (x, y) durdi die OUUdtmaj definiert istt 

Es irt das derselbe Sais wie am Ende des Torigen Parapraphen, 
nv daß die Beseichnimgen smn Teil geindert worden sind. 

AilMeUu; einer äDsraisinei Sunaenfemel 
fai fleUete der Nnktieien sweier yerlndeflicilen OrVflei. 

Die zuletzt angewandte Methode gibt die Möglichkeit, eine 
allgemeine Summesformel im Gebiete der Funktionen zweier ver- 
änderlichen Größen anf/ustcllen. Wir nehmen dazn an, daß 
/ (x^ y) eine belieUg« Funktion von x und y sei , die sieh 
nsflh dem Tatloe sehen Satae entwickeln Iftßt und setaen 
wiedemm: 

(1) r{x, y)«/"(a;~«. y-ß)-f{x - er. 3f)- /(^, Jf -p) y), 

denn tritt an Stelle der Fonnel (a) des Torigen Paragnitben die 
Fomei: 

W ^(x,y) = Ä««-i-J4.e, 

wobei iSLo d.vr Wert der rechten Seite in der Fonnel (2) des 
vorigen Paragraphen ist, nnd fllr J^j^e der Ansdraok gewAUt 
werden kam: 

0 

wobei geeetat ist: 

In ähnlicher Weise ist in den Gleichungen des Systemes (3) 
dei Torigen Parapraphen auf der reohten Seite je ein Best hinzn- 
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nzAgen. Bexeichnen wir denselbeo rp<;p. durch Rm-i,(h ^-i,h 
i?m-s,o, ^-^s,ii t,t9 * • . 80 erbalien wir fttr diMelbw die 
Anadrfioke: 

1 

0 



Die Audrfteke ftlr; 
rind nun der Beihe nach su mnltiplisienii mit: 

und zu addieren. 

Bei der Addition sind dreierlei Arten von Gliedern zu unter* 
scheiden, erstens solche, bei denen Faktoren von der Form: 

Torkonuuen, zweitens solche, bei welchen sich Faktoren von der Form: 

und endlich solche, bei denen sich Faktoren von der Form: 
Torfinden. 

Wir wollen uns zuerst mit den Gliedern der ersten Art be- 

schuftigen. Der hierauf bezügliche, innerhalb des Integrals stehsnde 

Teil kann in die Doppolsuiimie zusauiineogefaßt worden: 



I 
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wobei gesetzt ist: 

und die Summation nach fi von 0 bis nach v von 0 bis fi 
sa nebmen ist Nun kann die Gröfie i>^^ aber symbolisch ge- 
weiden: 



oder auch: 

wobei Ifftp den Wert beeitzt: 

jy „ L ^) 4- 19 V"-^) m> >») 

SetMn ?rir diesen Wert in onsere Boppelsomme ein, so 
sinunt sie die Form an: 

wenn wir unter S die Summe verstehen: 

die aneh symboliseh gescfarieben werden kenn: 

(.^(i-*+»)+/,^(i-*+6')y"'. 

Wir nehmen jetzt die vorhin angedeutete zweite Kategorie 
von QHedenL Der hieranl besflgUche Teil, welcher inneriialb des 
IntegrslseidieBS steht» kann gesduieben werden: 



Wendet man Umliche Betrachtungen wie yorhin an, so folgt 
ib Wert dieses Teiles: 

wenn unter <S, die Größe verstanden wird: 
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Analog wird nch beim dritten Teil ergeben: 

wenn geisützt wird: 

Unter solchen Umständen erhalten wir den Lehrsati: 
VerMt man unter f{x, $) eme hdkbiffe FmikUim van x 
und y, die nach dem TAri^Mdten Lehnaig entwkiBeU werden feowi, 
mter « und ß Miebiffe Größen, so findä dk Begi^nmg etatt: 

uH^et geseigt ist: 

F{x, ff) - /^(ar - «, jr - ^) ^ f(x ^ a, p)-f(x,y-ß) +f («,,) 

and Jim den W ert besitzt: 

In der allgt iutiuen Sumnienformel würde daun ein ähnliches 
Hestglied auftreten, weiches ans dem soeben bingeschriebenen 
durch Bununation entsteht. 

Die Form, die dieses Restglied besitzt, kann als eine ein* 
fache nicht beieichnet werden. Es .dürfte sich empfehlen, bei 
Anwendungen ans derselben weitere Formen abzuleiten, ähnlich 
wie es hm der gewöhnlichen MAO-LAunnmcben SiUDmenfonDel 
geschieht, indeflsen wttrde ee den Bahmen dieser Betraohtongsn 
ftberschreiten, hieranf näher einangehen. 



Bniokfarllg «rUiit lt. m. 19QS.] 
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Die 

MAKROSEISMISCHEN SCHÜTTERGEBIETE 

defi Greizer Bebens vom 1. Mai 1902 und 

des Böhmerwald -Bebens vom 26. November 1902 

und deren 

Lage zur Seismometer- Station Leipzig. 
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SITZUNG VOM 2. MÄBZ 1903. 

Es hat vorgetragen: 
Herr bitrorRiKD: „Znr bieniitniB der Hydrolyse des Eiweißes**. 
Herr A. AIay&r teilt eine Xotiz von Herrn G. Sciikffbbs mit: „Be- 
rne rkunf^n za einem 8aUd von Sophus Lis über algebraische 

Funktionen". 

Herr Exoel einen Aufsatz von G. Kowalkwski: „Über projektive Tiana- 
lormationsgruppen". 

GeBch^fllich haben vorgelegen: 

1. Die Anzeige der Münchner Akademie betreffend den im 
aS — 29. Mai in München abzuhaltenden Kartelltag. 

2. Die Einladung der Royal Society zu der für den 4. Juni in 
London anberaumten Sitzung des Komitees der internationalen Asso- 
ciation der Akademien In beiden FJlllen behält »ich die Klasse vor, 
erst nach Kenntnis' d- r Tagesordnungen Beschlaß zu fassen. 

3. wird eine Autionlt^rtiTip- der Be^rli:iiT Akademie mitgeteilt zur 
IJeihilfe an den Vorarbeiten zur interakademischen Leibniz- Ausübe. 

4. Einige die Härtel Stiftung betr. Fragen werden den Sekretären 
der beiden Klausen zur Erledigung fiberwiesen. 

5. Die ungarische Akademie der Wissenschaiten übersandte die 
Au««chreibuug eines Bolyai- Preises. 

Zur Kenntnis der Iljdrolyse des Eiweißes. 

Von 

M. SufiOFAEBO. 

/ I Das Studium der Peptone ist, wie ich bereits wiederholt*) 
I hervorgfeiiubtu habe, in erster Linie geeignet, zu Einblicken in 
/ die Kon<^titution des EiweiBmoleküles zu führen. Denn die 
• ifeptone entstehen durch die aUmfthlioh hydrolysierende Wirkung 

i V' 

i) M. SnoFRisD, Arch. 1, Anat. u. Physiologie, physiol. Abtlg: 1894. 
" S. 417 a. Ber. d. deutschen ehem. Gesellsch. 33 S. 2852. 
jM^-phri. KIMM im 6 
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der VerdauuQgsenzjme aus dem EiweiB, sind selbst noch eiweiB- 
1 ähnlich, dabei aber yiel kleinere Moleküle als das Eiweifl. Oelingt t ^ 
l 60 erst die Konstitution eines Peptons festsQstellenf so ist der Weg ' ' 
I von den Peptonen über die Albnmosen zum Eiweiß gegeben. ^ 
\ Seitdem es mit Hilft der von mir beschriebenen Eisen* ' 
methode möglich wur^), reine, wohl charakterisierte Peptone dar- 
zustellen, ist die Anfgabe, die Spaltongsprodnkfee denelben zn 
nntersnchen, von meinen Scbülem nnd mir bearbeitet worden. 
In allen FftUen haben sich sls Spaltungsprodukte Basen, Arginin, 
nnd Ljsin, sowie Anudosftnren, unter diesen in erster Linie 
Glntamins&ore ergeben. 
\ II Mein Bestreben ping dahin, den Abbau dcr^Pi^ilxiiiiL schrill 

weisü vor/.unclinien , um so wieder einfachere K omplexe als die 
Peptone, a})er grcißere als die ji und Ami dnsSnreTi, zu er- 
1 halteii.. Denn nur so läßt sich ' iiu Kenntnis der Atomgruppen 
\ gewinnen, aus denen die letzten Spaltungsprodukte, die Amido- 
Säuren und Basen, entstehen. 

Der weiteren^ successiTen Spaltung wurde das durch tiyp-* 
tische Verdauung aus Leim dargestellte Pepton von der ein- 
fachsten f'ormel Ci^H^NfO«,, die zugleich die Äquivalcntformel 
der ausgesprochenen Säure ist, unterworfen. Wie bereits mit- 
geteilt'), wurden als Spaltungsprodukte bei voüstäitdiiger Zer- 
settung mit SohwefelsSure aus diesem Pepton Axginin, Ljain« 
QljkokoU und Glutamins&ure eriialten. 

Um ein Bild der aümäkUcken ISnwirkung wdfinnter 
Saluiure auf dieses Pepton su gewinnen, wurde wSbrend der 
Spaltung in kuiven Tnierrallen das Sinken des Drebangsver' 
mögens der salzsauren Lösung untersucht. Das Pepton dreht sehr 

20 

stark nach links, [a]p — — loi^, die Summe der Spaltungs- 
produkte in der salssauren Lösung nach rechts. Gerade wegen 
seines hohen Drehungsvermögens wurde dieses Pepton gewfllili 

VersucJi L Eine Lösung des Peptons in 12,5°/^ Salzsäure, 
welche io7o Zinnchlorür enthielt, drehte im 20*°* Bohr um 6,1* 
nach links. Die Lösung wurde vor dem Rückflußküliler rasch 
zum Sieden erhitzt, jedesmal eine bestimmte Zeit im Wieden er- 



1) K. SixoniBD, Btt. d. dentschen ehem. Gesellschaft 3$ 8. 3851. 
Deiselbe ZeitBchr. f. physioL Chemie 95 8- 

2) If. SnamsD, Zeitsek« f. phjsiol. Chemie 35 S. 187. 
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liaHen, und nttSk abgekühlt; Umnf wozde im 20^ Bohr d»s 
Drshins^B veiinOgtn hestimmt. 

80 wurde erhalton: nach o IGuaten Siaden 6,1* 

« 20 „ „ 2,250 

« 205 „ „ «—-0,34» 

„ 325 „ „ ir — — 0,06° 

„ 925 „ „ « = + 0,51« 

Da Verench I trezeij?! Viatie, daÜ durch Sieden mit 12,5^0 
Salzsäure und 7iiin( hlonir die Zersotziinj^ so rasch erfolgt, daß 
konstante Zwiacheaphaseu nicht zu beohachtea waren, wurde in 
einem 

II. Versuch mit 12,5% SalssAure, die 20% Zinnchlorür 
enttaelt, saerst hei SUmmertemperator, dann bei 38^ senetst Ke 
wurden beobachtet: 

Kach o Standen a » ~ 1 1,76® 
^ 14 „ hei Zunmertemperatur 1 1,70* 

n 3« » » n « — -11,45' 

n 62 „ „ „ «--Ii,i6* 

^ 86 „ „ „ « — —10,89'» 

M 11 W 1» «~ 10,46® 

Die durch Siuken des Drehuiig.svtjrmügf ns kontroUiertt; Spal- 
tung des Peptons erfolgte also bei Zimmertenii)pratur außerordent- 
lich langsam. Deshalb wurde dieselbe Lösung weiter auf 38^ 
ttrwfirmt- 

Nach 22 Stunden bei 38** « — - 8,40® 
» 70 « » » « — — 6,i4<> 
„118 „ „ „ « — -^5,00® 
n n » « — — 4182** 

Bieser Yermeh seigt, daß dnroh Spaltung mit 12,5^0 Sali- 
Amre hei 38^ die Zenefanmg, soweit sie durch das Drehnngs* 
vmnQgen der Lteong kontrollierbar ist, naoh 118 Standen Halt 
mdit und ancih nach 214 Standen nicht merkHeh weiter geht. 

Hxeraos war zu seUüeBen, daß Zwischenprodukte entstanden 
waren, welche der weiteren Spaltung durch 12,5% Salzsäure 
bei 38® hartniickit^ widerstehen. 

Zu den weiteren Versuchen, welche die Isolierung zunächst 

eines dieser Zwischenprodukte bezweckten, wurde das Pepton 

7 Tage lang mit der lofachen Menge 12,5^0 ^^^zsaure im 

^ 6* 
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firutacfarank gehalten^ dis Beaktioiisprodiikt mit PluMphorwolfram- 

Der Phoqpborwolfraiiisftiireiiiedonohkg wurde mit 5% H1&O4 
Gl- frei gewaadieiky in heiBem Waner imter Zusatz von Ammo- 
niak gelQet und mit Buyfhjdrat senetrt. Das FUtiat vom 
BatTtniederaolilage wurde nadi Entfernung dee fiberechflnigen 
Barytes duroli Kohlenstoe eingedampft und fainteriieß einen Sinxp, 
der naeh dem Troeknen bei 70^ und Aber Scbwefelslure im 
Vaeaum stark aUcaHsoh reagierte und die Bturetreaktioii gab. 
Derselbe wurde in wenig Wasser gelöst, die LOsiing mit Salzs&tire 
angesäuert. Hierbei eiitmch Kohlensäure. Die erhaltene Substanz 
bestand vorwiegend aiu» einer starken Base, welche Kohlen- 
säure bindet. Zu der schwachsalzsaiu^n Lösung wurde Platin- 
chloritl gegeben und durch Alkohol und Äther ein Platmsalz 
gefSllt. Bei dieser Darstellunt/ verschmierte zimächst das außer- 
ordentlich leicht lösliche Platinsalz und wui*de durch Losen in 
wenig Wasser und Fällen mit Alkohol und Äther in hellbraunen 
Flocken erhalten. Auf keine Weise, »uch selbst bei über Monate 
ausgedehnten Yersncfaen, konnte es ganz oder teilweise kristallisiert 
erhalten werden. 

Die Analysen der bei Tersofaiedenen Darstellungen erhaltenen, 
wiederholt umgeflUt und friktiosdert geftUten Platinsaixe gaben 
swar ähnliohe, aber keine so konstanten Werte, daft aus ihnen 
die Zusammensetsung der Base hfttte abgeleitet werden kGnnen. 

üm ausgiebigeres If aterial au gewinnen, wurde Yersuichti die 
Base direkt aus Gelatine darxustellen. In den su don Zweeke 
ausgeftlbrten Yersochen wurde Gelatine mit der lofMshen Menge 
I2,5>'ygr. Salzsäure 12 Tage auf 38® erwärmt, das mit dem 
gleichen Volumen Wassers verdünnte, von einer sehr geringen 
flockigen Ausscheidung abhltrierte, Retürtionsgeniisch \vur lo unter 
kräftigem Umrühren mit 5 o^/^iger Phosphor wuliramsü uro aiisfrcfällt. 
Die weitere Verarbeitung geschah wie in den mit Pepton an- 
gestellten Versuchen. Trotz des jetzt reichlichii vorhandenen 
Matenales konnten keine Platinsalze von ganz konstanter Zusammen- 
setzung erhalten werden. Au£Eallend schart' war jedoch die Konstanz 
des Verhältnisses C : N = 2. Später nach Feststellung der Zu- 
sammensetsung der Base fanden die Analysen der Platinsalze ihre 
Erklärung. Die Werte entfernten sich nur wenig von den für das 
Plstinsals der Formel berechneten, und seigten, da6 die Base mit 
nioht genau ftquivalenten Mengen Platinehloirids yerbunden war. 
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£Kiig«g«n flUirto die DantaUimg des Snlfttes tarn Ziel Die 
tns dm ybiosphorwolinmam^ «fhaltene, mit Alkobal 

gaftihe Base, die stete Köhleneftiire enthielt und stark alkaüecli 
Regierte« wurde in Schweüalsiiire verseliiedener Konzentretion 

gelöst und gefällt. Es ergab sieb för die aus verscbiedenen 

DarsteliuDgen erliaiteiiüii Präparate konstante Zusammensetzung, 
die auch nacJa wiederholtem UmfUllen aus Schwefelsäure kon- 
stant blieb. 

/. DarstfUtmg. Die durch Zerset/uni: der Gelutiue orlialtene 
Robbase wurde in das Platinsalz tibergeführt. Aus 400 gr. Gelatine 
wurden I55gr. Platinsalz gewonnen. Dasselbe wurde mit Schwefel- 
waaeerstoff zersetst, das Filtrat vom Bchwefelplatin eingeengt 
und mit Phospborwolframsäure ausgefallt. Aas dem ^Niederschlage, 
der mit 5%iger Schwefelsaure cblorfrei gewasehen war, wurde 
die Base dargestellte Das Gewicht der aus sehr verdünnt ammo- 
iiiaknlueher LÖeong in Alkohol gefiUlten Base, über Schwefel- 
Hure getrodmet, betrag 12 gr. Die Verluste bei der wiederbolten 
AnsfUhmg mit Fbospborwolfhunsftnxe, Fillnng des Flatinsalses 
und der Base sind sehr bedentende wegen der relativen LösHcb- 
kflit der betreffenden Niedersohlftge in den betreffenden Fltlssig' 
kettaif ermöglichen aber gerade deshalb die sichere Beindaxstellung. 
5 gr. dieser Base wurden in 15^ Wasser + 5 gr. kons. Schwefel- 
saure gelöst, in Alkohol verrührt, abgesaugt und mit Alkohol 
und Äther gewaschen. Ausbeute an Sulfat: 3,5 gr. 

Analvsen der bei 70** bis zum konstanten Gewichte ge- 
trockneten Substanz. 

I. 0,2025 gr 8. g. 0,235 1 gr. CO, u. 0,1 1 28 g. H, 

C-3«,667o H-6,237q 
n. 0,2002 gr. 8. g. 28,2«« tr. N bei 757°™ Bar. u. 24^ T. 

-l6,i37oN 

Bas Sulfat wurde aus lO^j feiger Schwefelsäure in Alkohol 
ungslUlt, abgesaugt, über Schwefelsäure and zur Analyse bei 70^ 
bis zur Gewiditskonstans getrocknet. 

HL 0,1960 gr. S. g. 0,2308 gr. CO, u. 0,1 125 gr. H,0 

0-32,10% H- 6,27 7, 
IV. 0,2085 gr. S. g. 29,7«="^ tr.N. b. 755""" Bar. u. 27« 

N- 16,10% 

T. 0,2 1 4 1 gr. S. g. 0^1552 gr. BaS04 - 9,95 7o ^ 
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IL BarsfeUung. 30 gr. atu dem Phospfaorwolfirainsiiire- 
niederschlage einer anderen Zereetenng erbaLtenen BohbMe wnrda 
in 50^ Wasser gelOsi, dam die Mtsehnng Ton 15^ WaBMr und 
15 gr. kons. SchwefeUftnre gegelien nnd in Alkohol geCSUl 1>i6 
Bnbsianz wurde s. Analjrse bei 100* getnnsknet: 

VL 0,1845 gr- 8- g- 0,2181 gr. CO, u. 0,0948 gr. HjO 

vn. o,20a8 gr. 8. g. 28,4~ tr. N. b. 20^ n. 752"™ — i6,i4N 

Vm. 0,2050 gr. S. g. 0,1456 gr. BaSO^ = 9,75 7^, S 

12,5 gr. des Sulfates wurden in einer Mischung von 25**™ Wasser 
und 20 gr. konzentrierter Schwefelsäure (!) gelOst und in Alk(^o] 
▼ertüiri Das ausgeschiedene Sulfat wurde in ca. 40^ Wasser, 
dem einige Tropfen konzentrierter SebwefeU&nre ragesetzt wano, 
gelost und in 2 later Alkohol venrUbri Ausbeute 6,5 gr. 

Dieses Sulfat war also zweimal umgefUlt, d h. dreimal ans 
SchwefelsAure Terschiedener Konzentration gefUlt Es besaB cüe 
gleiche Zusammensetzung, wie das einmal g^sfUlte. 

Analysen der bei 70* b. z. c. G. getr. S. 

IX. o^iggj gr. S. g. 0,2353 gr. CO, u. 0,1 101 gr H,0 

C- 32,13% fl«6,i6% 
X. 0,2032 gr. 8. g. 0,2401 gr. CO, C - 32,23 7o 
XI. 0,2016 „ „ „ 27,8««» tr. N. b. 20^ u. 76;™»— 16,15% 
Xn. 0,1991 „ „ „ 0,1431 gr, BaSO^ S - 9,87 7^ 

Von diesem Sulfate wurden 4,5 gr. in möglichst wenig 
Wafiser und einigen Tropfen konzentrierter Schwefelsäure gelöst 
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und in Alkohol verrfUurt Ansbeote 2,8 gr. DieaeB Prftpaxat 
wtr ftlso viermal geOUl Es Ii6M0 di« gkiohe ZntemiiMiueteiiiig 
wio die Mhema. Ei entliielt ca. i% Afobe. 

Xni. 0,2022 gr. S. g. 0,2362 gr. CO, u. 0,1 1 19 gr. HjO 

XIV. 0,1990 gr. 8. g. 0,236a gr. 00« n. 0,1 106 gr. H,0 

C- 31,78 7o H- 6,2 17, 

XV. 0,2022 gr. S. g. 27,4'^ tr. N. b. 759"" 16® 

XVI. 0,2009 gl"- 8- g- 0,1478 gr. BaSO« 8 10,10% 

Der Umstand, <3aß das viermal geföllte Sulfat diosplbe Zu- 
*^ammensetzung wie das dreimal gefällte und das eimnai gefällte hatte, 
und daß diese Ztisammensetzang bei yerschiedenen Darstellungen 
die gleiche war, berechtigt zu dem Sehlmse^ daß das Snlfat ein 
emheU U c her KOiper ist Denn es ist ausgeschlossen, daß ein 
Gemenge heterogener Yerbindangen bei den mannigfschen Opera- 
tionen, dem UmfUlen ans verschiedenen Konsentrationen, ans 
▼ersehiedenem Gehalte an 8chwefe]sftnre, Operationen, bei denen 
stets ein sehr befalchtlicfaer Teil der 8iibstanB in den Hflssig- 
kdten, ans denen der betreffende Niederschlag sich abscheidet» 
mrtdUdeibt, sodafi jede XJmfUlung einer firaktionieiten TftUnng 
gkdehkommt, stets in gleichem VerhSltnis genusoht eiiuJten würde. 

Die meisten hier mitgeteilten C-, H-, und N-Bestimmungen 
wurden von Herrn E. Slngkwald ausgeführt. Obgleich die fttr 
Wasserstofi erhaltenen Werte last durchweg bei großer Konstanz 
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M. Sumhibp: 



imtereinander p:f geiiüber dcii Ijerrcimeten um ca. 0.5%?i5lier sind, 
nehme ich für die Anzahl der in der ]?ase enthaltenen Wasser- 
stoibtome keinen größoren Wert an, soodem setze das plus Ton 
Wasseratoff auf Bechnung you unvermeidlichen Analysenfehlem 
der schwefelreichen Subetanz. Es ist zu beracksichttgen, daB dÜ6 
sdiarf getrocknete Substanz schon beim Einführen des Schiffchens 
in das Verbrennungsrohr in dem wasserdampfireichen VerbremrangB- 
ainuner Wasser anzieht. 

Es ist möglich, daB die Formel der Base um i Hd Wasser 
igrdfier als aus der Fonael des Sul&tes hervorgeht, also G^H^^NgOs 
ist, und daß bei der Bildung des Sul&tes dureh Einwirkung der 
fjSäure nach Analogie der Bildung des Kreatinins aus dem Ereatin 
luurch Sfturewirkung Wasser abgespalten wird. Versudie zur 
I [Beantwortung dieser Frage sind begonnen (vgl. p. 74). 

F iii- di e das Sulfat bildende Base schlage ich den Namen 
Kyrin vor (to xfpog7 der Kem^eTner Sache im bi ldlichen Rinne), 
und zwar für die aus GJutin entstehende Base den Namen Gluto- 
kyrin. Sollten die bereits begonnenen Untersuchungen orr'eli'^n, 
daß dieselbe Basis auch bei entsprefhender SpalhiTip' analerer 
, Proteinsubstanzen, eigentlicher Eiweißkörper entsteht, so würde 
Uhr der Name Frotohyrin zn geben sein. 

Wird aus dem Sulfate der Base die Schwefelsäure durch 
Barjthydrat genau ansgefUlt, so reagiert A\p T.ö?nne der Base 
intensiv alkalisch und nimmt schon beim Eindampfen Kohlensfture 
aus der Luft auf. Das SuUkt reagiert sauer, sogar auf Gongo- 
papier, Ghttokyrin gibt deutliöhe Biuretreaktion. 

Das CUoihydrat ist in Wasser und Alkohol sehr leiofat 
Idslioh, das Sulfat in Wasser leicht, in ahsolntem Alkohol tet 
unlOslidi. 

Das Phosphorwolfiramat ist in kaltem Wasser schwer lOslieh, 
▼iel leichter in heißem und scheidet sich beim Erkalten der hdßen 
wftBrigen Lösung in schönen, mikroskopischen Kristallen aus. 

Zunächst entstehen hierbei oft Könichen, die dann zu Drusen 
auswachsen, kugelförmige Aggregate feiner Nadeln. Oft schnell, 
oft erst nach längerem Stehen bilden sich dann feine zn Sternen 
und Büscheln gnippu j Nadeln. Die Abbildung zeigt im oberen 
Teile vorwiegend die Drusen, im unteren die mehr aul'gelösten 
Nadeln. 

Zur Darstellung des kristallisierten Phosphorwolframates f&Ut 
man entweder die lidsung der Base oder die mit Natronlaoge 
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«lUiKk gtmadite LSnmg dw Siüfito mit PhospborwoUrani- 
alm«, fillriirt^ wisekt mit kattttn Wasser aus uad löst daim dm 
Hiedmiilag auf dem Wasserbade in Wasser YOn 70^ auf; wobei 
or aidi fOUig glatt za einer wasserklaren Flflssigkeit l(tet, ans 
der beiiii Erlcftlten das Salz ganz gleushm&fiig kristaUisiert. 

Azialjsen des gleichmäßig kristallisiertem Phoepkorwolframates, 
}m 70** getrocknet. 

L DüS Salz war aus der mit Natronlauge alkaiiäcii gemacliten 
Lösung des Sulfates gefällt. 

1) i/>6io gr. S. g. 29,0*^ tr. K. b. i8* vu 745"* Bar. 

2) 1,0730 gr. S. g. 0,2454 gr. COj u. 0,1 161 gr. H,0 

C — 6,2400 H- 1,21% 
n. Bas Salz war aus der wäßrigen Lösung der Babc gefällt. 

3) 1^65 gr. 8, g. i9,2«~ tr. N. b. ig* u. 756*" Bar. 

4) 1,0930 gr. S. g. 0,2528 pr. COg u. 0,1175 gr. H,0 

0-6,317, H= 1,20% 

Die Snbstansen verbrannten erst nach dem Yeimisohen mit 

Kiqpferoxyd vollständig. 

Das Verhältnis C:N ist im ersten Salze: 1,987, im zweiten 
Salze: 2,016, wibrend sieb ans der Fonnel des Glntokyiins 
C : N 1- 1,994 berscbnet 

Da aacb dnieb Einwirkung yon Sfturen auf Eiweiß ent- 
Moide, den dmoh Eni^me gebildeten Peptonen nab Terwandte 
8teffe sn den Peptonen gerechnet werden, ist auch das Glnto- 
kjrrin als Pepton zu bezeichnen. 

Das Pbospborwolframat des Olntokyrins ist also 
das erste deutlich kristallisierte Salz eines Peptons. 

Nach dem Erscheinen der Untersiichunfj E. Fischeks und 
P. Bergklt.s *) über die /3-Naphtalinsulfüderivate der Amidosäuren 
wiirde daü ^-Naphtnlinsulfn l'^rivat des Glutokyrins dargestellt. 
Nachdem durrh emen A rn vt i &ach die Menge des erforderlichen 
I^NaphtalinsulliH hlorids ermittelt war, wurden im ganzen 5 Dar- 
stellungen. 4 mit Sulfat aus Gelatine, i mit Sulfat aus Pepton 
iogestellt. AUe diese Versuche lieferten übereinstimmend dasselbe 
Derivat. 

i) fier. d. deutscheu Chem. Ges. 35. S. 3779. 
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Das verwendete |S-Naphtalinsulfochlond war dnreli S -hüTieln 
seiner ätherischen Lösung mit 2 V^iger Xiatrool&oge gereinigt und 
ans Ätlur kristaUinert. Fp. 76,6®. 

T«rMM^ /. 1,62 gr. Btühi ans Gdati&d m 20^ Nomiil- 
natronlaiige gdOrt wurde mit der itheriseheii LOmnig 10 gr. 
NaphtalinsnlfoeUorid mit einer aelir kr&ftigen Mamshme mnSdal 
I Stunde geschUttelt^ dann weitere 10^ Nonnalnatronlange dank- 
gegeben und 1,5 Stunden geschüttelt und stets nach 1,5 Stundni 
je weitere lO*^" Lauge hinzugegeben, bis im Ganzen 105** 
Natronlauge verwendet waren. Die alkalische, von der ätherischen 
getrennte Lösung wurde nach Verdünnen mit dem 10 fachen 
Volumen Wasser in I0%ige Essigsäure verrührt, die ausgeschiedenen 
vveiBen Flocken nach Absitzenlassen dekantiert, abgesaugt, sehr 
anhalten ! mit Wasser gewaschen und über BfSO^ getrocim^ 
Ausbeute 2,2 gr. 

Analysen der über E^BO^ b. s. e. Gew. getrookneten Subsbun: 

L 0,2522 gr. S. g. 0,2008 gr. BaSO^ — 10,93 7o ^ 
n. 0,1996 „ „ erf. n. Kj. 11,15«" ^8-7,82% 

m. 0,1264 n » b. 70% P^- g* ^ DmiAB 9«3*™ tr. N. b. 17* 

n. 768«»- 8,75 %N 

IV. 0,1651 gr. S. 0,3423 gr. OOj n. 0,0733 gr* H^O 

C- 56,51% 4.95% 

Vermtch IL 3,24 gr. Glutokyrinsulfat, 20 gr. j^-Naphtilin- 
snllöohlond in Äther, zunächst 40^ Normalaatronlaiige, nadi 
je 1,5 stündigem Schtttteln weitere 20^, im gaoien 200^. 

Abgehobene LOsnng auf i Liter yerdünnt, in 700^ io%i8S 
Esiigsiitre Tenrlttirt. Ausbeute 3,8 gr« 

Analysen der Aber HySO« getrooknetsB Substaiis: 

V. 0,1676 gr. 8. g. 0,1303 gr, Ba804 - 10,687^ S 
VL 0,1498 « „ erfc 10,7«™ -° S = 7,84 7oN 
Vn. 0,1990 „ „ g. 0,41 00 gr. CO, IL 0,0885 gr. H,0 

0-56,1970 4,98 7e 

Venikh in. Dieser Versneh setst steh ans 2 VersndieB 
snaammen. In jedem derselben wurden 2,43 gr.. Snl&t am 
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Gelftttne mit 15 gr. /7-NapliiaUn8iilfoeliloiid und im ganzen 
150* Nonualuaironlaiige in Interrallen Ton it5 Btnncton wi6 
in Ten. I nnd II geschUttell Die «rhaltenen Produkte wurden 
rereint abgesaugt tmd ans der alkalischen Lösung durch Essig- 

jÄure umgefäUt. Ausbeute 5 gr. 

Analysen der bei 70^ getrockneten Substanz: 

Ym. 0,1742 gr. 8. g. 0,1333 gr. Ba804 - 10,51 % 8 

IX. 0^133 „ „ „ 22'^ tr. N. b. 747"™ u. aoo« 7,977, 

X 0^091 „ „ „ 0,4321 gl'. CO, u. 0,0g 16 gr. H,0 

C-5ö.36 7o H-4,9o7e 

Versuch IV. Von Sulfat, aus Trypsin-Glutm-Pepton darge- 
stellt, wurden 1,62 jn*- mit logr. Naphtalinsulfochlorid und im 
ganzen 100"™ Kormalnatronlauge wie in den andern Versuchen 
g^hütt^U. 

Analysen der bei 70^ getrockneten Substanz: 

XI. 0,1955 gr- S. g. 0,1526 gr. BaSO« — 10,72 % S 

XIL 0,1704 gr. 8. g. 0,3523 gr. CO, n. 0,0749 gr. H,0 

C- 56,38% H-4,92% 
Xm. 0,2034 gr. S. g. 15,1 «»tr.N.b.i7<'u. 760«^ Bar-8,687^>N 

Versuch V. 4 gr. Sulfat aus Gelatine wnr U n mit den ent- 
8|>rerhf»nden Mengen |5-Naphtalin8ulfochlorids und Natronlauge 
geschüttelt; ahweirbend von den früheren Versuchen wurde nicht 
Kormainaironiauge, sondern die entsprei hcndon Mengen von 
jO%iger Natronlauge verwendet. Das Resultat war dasselbe. 

Analysen der bei 70^ getrockneten Snbstanz 

XIV. 0,2076 gr. S. g. 0,4270 gr. CO, u. 0,0917 gr. H^O 

C-56,io7o H-4,957e 

XV, 0,1980 gr. 6. g. 0,4111 gr. CO, u. 0,0852 gr. H,0 

56,637a H-4,8i7e 
XVL 0,1894 gr. 8. g. 0,1468 gr. 68804-* iO|64%8 

XVn. 0,2111 gr.ag. i4,5<^tr,N.b. 18,5'» 0.756"" Bar. N— 7,9879 

XVm. 0,2076 gr. S. g. 14,7«» tr. N. b. 15'^ u. 756«» N - 8,34% 
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T>ie Analyseawerte entaprechen der FomMl: CijS^NyOg. 

Es läßt sich wegen des hohen auf die eiofache Formel be- 
Mgeiieii Molekiüavgeiriehtes der NaphtaUDSulibverbiiidiiiig mcht mit 
Sidierlieit entscheiden, ob die Yerbindimg i Mol. H^O nmch Art 
des KristaUwaesen enthXlt Die Gewiohtsdifferenx mit nnd ohne 
Wasser betr&gt nur 1,2%. Allerdinge Terlor die Snbstans nach 
Trocknen Uber Schwefelsfture bis vom konstanten Gewichte bei 
125— 130O gerade 1,3%. 

0,1825 gr. S. Verl 0,0024 gr. bei 125" — 130^=1,3% 

aber die Sabstanz war gesintert^ geecbmolzen und schwach geiUrbt. 

Ich lasse also Torlftnfig nodi die Frage offen, ob die jS-Naph- 
talinrerbindong Wasser nadi Art des Kristallwassers enthält. Es 
ist auch nicht ausgeschlossen, dafi die Formel des Olnto^yiins 
um I Hol. Wasser lu wgröftem ist, und daß bei der BUdiing 
des Sulfate 1 MoL Waaser abgespalten wird etwa nach Analogie 
der Entstehung des Ereatumis unter Wassetabq^altung aus 
Kreatin durch Einwirkung von Stturen (v. p. 70). 

Die |3-Naphtalinsulfoveibindung des Glutokyrins ist fast un- 
löslich in Wasser, löslich in Äthylalkohol und MeÜiylalkohol, 
leichter in verdünntem als absolutem, löslich in Chloroform, un- 
löslich in Benzol, Ligroin, Schwefelkohlenstoff. Sie schmilzt bei 
137 — 138^, nachdem sie vorher stark gesintert ist 

Spaltangen des Glatekjnns. 

Der ausgeprigt basiBehe Charakter der Glutokyrins lieft 
▼ermuten, daß in ihm die basischen S^ompleie mehr hervortreten 
als in den durch Enzyme entstehenden Peptonen, die ausgesprochene 
Siuren sind. Die Ergebnisse der Spaltungsversnche leigten die 
Bichti|^eit dieser Vermutung. 
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L 3 gr. Sul&t wurden mit der UiflGhniig Ton 18 gr. Wuser und 
9 gr. kotiMiitrierter Schwefelsäure 1 2 Stnndeii un BttokflnEkOhler 
gekodit Ans dem auf ca 100^ mit Wasser anfgefUltsn Beak- 
tionsprodnkfte wurde dmreh FkospliorwoiframBliire ein kristalH- 
aisdicr Niedersdilag erlialten. Derselbe wurde wie früher^) an- 
gegeben weiter verarbeitet 

Die aus der Silber- Baryt- Fällung erhaltene Base war frei 
fon iüötidin. Sie wurde in das saure Silberdoppelsalz überge- 
ftUbrt, da-s trotz Umkristallisierens nnt«r Zusatz einiger Tropfen 
Salpetersäure einen etwas höheren Süberwert, als Argminsilber 
besaß: 

0,2040 gr. S. g. 0,0558 gl-. Ag. 27i427o 

Ber. t C.Hi^N,0,.NO,H. AgNO,, Ag - 26,55^0 

Fp. 174 — 175^ (uncorr.) corr. 178 — 179^ 

Aus der Lysinfraktion wurde i gr. reines Lysinplatinchlorid, 
das mit i Mol. Alkohol knstallisierende Salz der optisch aktiven 
Modification erhalten; 

•0,2683 gr. S. g. 0,0872 gr. Pt — 32,5o7o 

Ber. f. C^Hj^NjO, . PtClgH, + CjHjOn, Pfc = 32i377o 

n. 8,5 gr. Sulfat wurden mit der Mischung ?on 47^ 
Wiseer und 24 gr. kons. Behwefels&ure 12 Etoid^ gekodit. 

Die aus dem^Fhosphorwolfiramsäure- Niederschlag erhaltenen 
Bisen waren wieder frei von Histidin und bestanden ans Lysin 
und Aiiginin. Erstere wurde wieder aU das charaktexistische 
FliÜBsals abgeschieden, letsfeeres als saures SÜberdoppehaiaE, das 
aadi ümkristallisiersn völlig rem war. 

I) M. SoMviBD. Zeitachr, f. phjsiol, Chemie 35 S. 164. 
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L 0,2386 gr. S. g. 0,0632 gr. Ag. 
n. 0,2184 gr. S. g. 39»5'*" tr, N. bei 7 $2™ tL 24,5^ 

Qefimdfin: Ber. f. C^HiaN^Oi • NOgH • AgNOg 

Ag 26.497o 26,55% 

N 20,57% 20,687^ 

Fp. 178— 179* coiT. 182,6— 183,6» 
Da« BilbtTMls war roohtsdnliend 

C = 7^J235 a = 0,590 1 = 2 

Nach GüuwiTöCH ist [a] ^ = 5,6. 

Von dem umgefallten Hiilfat des Glutokyriiis war das Platm- 
sals dargoafeeUt worden. Zu diesem Zwecke war die w&8rige 
LöBang vom 37 gr. des Snl&tes doreh euMn UeiDan ObendniB 
Yon Bazytfajdrat yon der Schwafblsftore befreit, das überacMssige 
BatTthydrat dnroh Ammoakaibonat entfernt, das Fttirat TOm Ba- 
rynmkarbonet ToUstlndig eingedampft. Ana der wifirigen UHmag 
der Baae wurde dnrob 37 gr. PlatinoUoridcblorwaaaerrtolbiiire 
das PlatinBak in einer Ausbeute Ton 38 gr. gewonnen. Von 
diesem Salze gilt das auf S. 66 Mitgeteilte. Die Analysen er- 
gaben zwar genau das Verhältnis C:N=2, die erhaltenen 
Werte entferut^u sich jedoch aus den oben erörterten Gründen 
TOn den fiii das Platinsalz berechneten. 

Analyse der Platinsalze: 

L 0,1967 gr. S. g. 0,1628 gr. C0| v. 0,0666 gr. H^O 

C- 22,57% H-3,79% 
n, 0,1991 gr. S. g. 9,1639 gr. COj u. 0,0664 g^- HjO 

0-22457« H-3,737o 
m 0,2101 gr. 8. g. 20,6«" tr. N. b. 22* o. 753"» — 

Für das Platinaals (G,| B^s^s^s)! (^<^^^)t berechnet sich: 

C-2i,737o H-3,657o N- 10,8970. 

in. Von diesem Platinsalze wurde oa i gr. mit Schwefel- 
wasserstoff senetzt, das Fütiat vom Schwefelplatin wurde Tellig 



1) Zeittch. f. jkhysiol. Ghem. 97. 378. 
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«inggdmaipft^ iS Standen mit loo^ SO^^iger Stlii&iire cm 
Rflckflnßkflhler gekocht und anf 250^ «i^gvflUit 

50«™ erf . n. Sj. 14,7**" 7^ S — 0,10290 gr. N. 

Dor Hegt winde mit Natronlauge fast neutralisiert und mit 
Kignosia nsta dMtilliert. Das Destillat erforderte nacb dem Kochen 

rar Vertreibiing der Kbhleneftnre i , 2<^ ^ S. — ea 2 % der Qe6.-N. 

0,5 gl '^iilfat wurden 12 Stunden mit der Mischung von 
I Gew. 8chwefeisllui-e und 2 T. Wasser gekocht. Nach Abstumpfen 
der Säure mit Natronlauge und Destillation mit Magnesia nsta 
wurde kein Ammoniak erhalten. 

Dies steht im Einklang mit der Erfahrung, daß ans EiweiB- 
kOtpem durch Kochen mit Salisiore mehr Ammoniak als beim 
Kodien mit Schwefels&ure entsteht Glutokyrin enthält also 
keinen durch Schwefelsftnre abspaltbarsn sog. Ammoniak- oder 
Anüdstickatoft 

IV. Von demselben Platinsalae wurden ca 27 gr. in das 

Chlorhydrat übergeführt und mit 200®*" rauchender Salzsäure 
11,5 Stunden am iiäckäußkühler gekocht. Die Lubung wurdb 
eingedampft und in 5**/Qiger Schwefelsäure auf 500'*" gelöst 
HierTon erlorderten nach Kjeldahl: 

1) 5— 16,6- ^ S. 

2) 5 „ 16,8 „ „ „ 

3) 5 « 16,6 „ „ 
0,02332 gr. N f&r die ganze Lösung berechnet 

- 243« gl". N. 

Der Rest = 485*****) wurde mit Pliüsphorwolframsäurt' ^oHlllt 
Bei diesen Fällungen geschah der Zusatz der Phosphorwolfram- 
äiorelösung vorsichtig nur so lange, als noch nach wenigen 
Sekanden ein Niederschlag entstand. Der Niederschlag wurde 
sbgesaugt und mit 5% Fhosphorwolfiramsfture-Sdiwefelsfture ge- 
wasehem. 



1) Zeitschr. t phynoi Chemie 37 S. 297. 

2) Die geringe Menge der an den Pipetten, welche sum Ausblasen 
kalibriert waren, haftenden Flüssigkeit wurde bei dieser und den 
iolgenden Berechnungen yetnachlftssigt 



16,66*'^"' ^S. im Mittel 
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▲) Iku FäinU vom FhotphtfnpolfttmsikKrmiedar^^ ma^ 
ma£ z Liter an^eftllt, Idemn tttoteten nacii Ejhjubii: 

5,45** ^S. im Mittel = 0,00763 gr. ü. 

Es enthielt also das FUtrat yom Pliosphorwolframsäureiiieda^ 
Oi7^3 S^- ^1 ^ ^ g<UDM ZenetsiiBgsitlssigkeit be- 
rechnet: 

0,778 gr. N — 33,4 7o Ges. N, 

Unter Berechnung der Ton GmrBwrracH angegebenen Löslicb- 
keit des Argininphosphorwolframates betrftgt der Anudoslve-H 
32,5 7^ der Ges.-N. 

Von dem llbrigsn Fütrate müde der grSAte Teil von Fhoe* 
phorwolfinunsftnre durch Baiythydrat befreit, das Barynm dndi 
Schweüftlsfttire genau ausgefällt, das Flltrat Tom Baiyonisalfiit 
eingedampft, in Terd. Alkohol geUtst und dnrdi alkoholisehei 
Ammoniak Amidos&uren ausgeschieden. Die noch etwas chloihal- 
tige Substanz wurde aus Wasser uuu i Zusatz von Alkohol lun- 
kristallisiert und in das Kupfersalz durch Kochen mit anhydrischem 
Kupferoiydhydrat überjjeföhrt. Sowohl dieses Kupfersalz als auch 
nof^b 2 aus den Mutterlaucron darc^ostellte Kupfersalze wurden 
analysiert. Die Analysen ergaben, daii keine einheitlichen Ver- 
bindungen Yorlagen. Sie lieferten als Verhältnis C : N 2,6; 2,3; 
2,0. Da schon im Alanin dieses Verhältnis 2,57 ist, sc i?i 
wahrscheinlich, daß wenn nieht Alaniüf ein Gemenge von GlykokoU 
und einer oder mehr höherer Anudosinzen yorlag. Die ünter- 
saohimg des Bestes der Amidos&nrenlösung ergab die Gegenwaii 
▼on Glutaminsäure. 

Der Best dieser LOsung wurde nach Sntfemung der Phos- 
phorwolframsftore mit Barythydrat etc. bei salpetenamrar Beaktion 
durefa Silbernitrat entchlort, mit Ammoniak neutralisiert und nach 
der von mir früher beschriebenen Methode') mit Silbenii trat und 
amraoniakalischer Sübeniuratlüsun^^ glutaminsaures Silber abge- 
schieden. Dabisülbe wurde abgesaugt, sorgfältigst mit Wasser ge- 
waschen und über Schwelelsllurc getrocknet. 

Die Analysenwerte entsprachen den für glutaminsaures Silber 
berechneten: 



i) M. SisQFKisn. ZeitBchr. f. physiol. Chemie 35 ä. 18$, 



l) 20« 54— - S. 

^) 20 „ 5,5 „ „ „ 
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L 0,1735 gr. S. g. 0,1043 gr. Ag 
n. 0,2013 gr. S. erl. 5,7^^ ^ 8. 

GMimdeii: 6er. t CgH^NO^Ag^: 

Ag 60,12% 59,8 i7o 

N 3,96% 3,89% 
Von den erhaltenen 0,7 gr. wturde der Best mit Ö&lzsäure 
lenetzt; das Filtrat vom Chlorsüber setzte nach Eindampfen 
merst auf dem Wasserbade, dann im Vacuumexsiccator die cha- 
nkteristiscben, in Salzsäure schwer löslichen Kiistalle des Gluta^ 
minsaurechlorhjdrates ab. Auch die Mntterlaoge derselben 
knftalii&ierte beim Verdunsten vollständig. 

Die Analyse der Kristalle gab bei fienatanmg des NainiAm- 
sehen Platintiegels einen wegen der geringen Menge der ange- 
windten Snbttanz unerwartet genanen Cl-Weri 
0,0224 gr. S. g. 0,0176 gr. Aga 
Gefonden: Ber. t C^HciNOa-HGI 

19,43% 19,31% 
B) Der Phosphoniolframsä'urenicdcrsehlag wurde in heiüem 
Walser unter Zusatz von Ammoniak gelöst, mit Barythydrat ge- 
fällt, das Bur}"um durch Kohlensilure entfernt. Die Niedersehlflg^e 
wurden sorgfältigst ausgewaschen und wiederholt ausgekocht: das 
mit den Waschwässem vereinigte Fütrat vollständig eingedampft, 
in Wasser zn 250"^ gelöst 

5«" yerbr. 21,3«» 7^ S — 0,02989 gr. N. x ^"-^p 

= ^»537 gl"- Gesamt-Basen-N. 
Da der Qesamt-N der ZersetsungsflflBsigkeit (s. p. 77) 2,332 gr. 
betrug, war hiervon 

65*97o Basen-K 

«•Idie Zahl mit der ans 8. 78 bes&nmten Amidos&nren*N sieh 
bwedbnenden nahe flbereinstinuni^) 

Der Best der BasenlBsung wurde benutzt: i) lum Nachweis 
des Fehlens von Histidin, 2) znr Isolierung des ArgininsUber- 
idkrates und 3) des Lysinplatindoppelsalzes. 

Nach der Vorschritt von Kossei« und Kutscher ließ sich 
kerne Fällung mit atüinoniakalischcr Silbcrlösung eiTeichen, 

i) Die geringen Mengen sind bei der Berechnung nicht be- 
rücksichtigt. 
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woraus das Fehlen von Hisüdin auch bei dieser Zersetaiuig 
herrorgehi 

Azgiain und Lysin wurden wie oben angegeben getrennt als 
Basen isoliert nnd in Silber^ und Flatinsalz tibeigefOhrt 

a) Lysinplatinddorid ; 

Auch hier wurde das Salz in den leicht zu erhaltendeu, schönen 
Prismen gewonnen. Dasselbe enthielt auch hier Kristallalkohol, 
woraus hervorgeht, daß die optisch aktive Modifikation vorlag. 

I. 0,2276 gr. S. Aber H^SO« bis zum const. bxw. getrocknet 

g. 0,0737 gr. Pt 

II. 0,21 19 gr. S. g. 0,1250 gr. CO, u. 0,0732 g. Hfi 
UL 0,2055 tf 91 » 9»^"" bei u. 760°^ Bar. 

Gefunden: 7^ Ber. f. (C^H^^NjO,), PtCl^H,: % 

I n m 
0 — 16,09 — 15,95 

H — 3.86 — 3,69 
N — — 5.19 4,67 
Pf 32.38 — — 32t37 

h) ÄrginmatlbernUrat: 

Pp- 178,8» corr. 
I. 0,1980 gr. S. g. 0,0532 gr. Ag 
n. 0,2071 „ „ 36,1** tr. N. bei ig^ u. 761** Bar. 
HL 0,2163 „ „ 90,1425 gr. CO, o. 0,0692 gr. H,0 

Gefunden: Ber. f. CeH^^N^O, • NO,OH • AgNO, 

I n m 

Ag 26,71 — — % 26,55% 
N 20,41 — „ 20,68« 

0 — — I7»97»» «7.68 „ 

H — — 3,58 „ 3,7«« 

V. ca 3 gr. Glutokjrinsulfat wurden mit der Mischung ron 

140^ Wasser und 70 gr. Schwefelslure 22 Stunden gekocht. 

Die klare Losung wurde auf 250^ aufgefttlll Hiervon 

i) 10''*" verbr. 12,9'^°^ ^ S 

0 «On « "i9» » n 

« 0,01806 gr. N, auf die ganze LOsung ber. 0,4515 gr. K. 
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Mittel 10,25«»° ~ S 



A. Das Filltat vom PhosphorwolframBäureüiedersclüag wurde 
auf I Liter aufgefüllt; hiervon: 

i) ioo~ Terbr. 104*^ ~S 

= 0^1435 gr- N, auf das ganze Filtr&t ber. 0,1435 gr* auf 
die ganze Zeraeteasgsflfiflsigkeit ber. 0,156 gr. N » 

34,5^ Q Amidosiiireii-N 

= unter Berücksichtigung/ der KorreWäon fiir Arginiu: 32,5®/^ 

Durch einen besonderen Versuch wurde der Nachweis er- 
bracht, daß dieser Stickstoff lediglich Amidosäureu und nicht 
AtninftTiiftV angehörte. 

% 5) Too«*^ der Lösung wnzde mit Magnesia usta destillierti 
Das som Vertreibai der Kohlens&iire gekochte DestiUat und vor- 
gelegte Schwefelsiiuie erlurderte genau su viel - A. wie vorgelegte 

is. 

10 

B. Die aus dem NiederscMage nicht quantitativ gewonnene 
Basenlösung wurde auf 100*^ aufgeluUt. Hiervon: 

1) 5^ «£ 9,1^- ;^ s. j ^ ^ 

2) 10 „ „ 18,4 „ „ 

Hieraus berechnet sieb für den Gesamt-N-Gebalt der BasenUHnmg 
0,2568 gr. N. 

Ss wurde femer der Ar^^nin^N in 3 Yersachen bestimmt. 

Bei den ersten beiden wurde der Ag-Ba Niederschlag auf 
NEUBAUERSchen Plalmüegt lu abgesaugt, nach dem Auswaschen 
mit ßarytwasser mit Alkohol und Athcr gewaschen. 

Das trockene Pulver läßt sich gut in den Verbrennungskolben 
überfülncn. Um etwa noch anhaftende Spuren zn ( jii fernen, wurde 
der Tiegel mit verdünnter Salzsäure und daruui mit Wasser 
durchsaugt, diese Flüssigkeit in den Kjeld ahl Kolben zum Nieder- 
schlage gegeben. Diese Methode erspart das Verkohlen der Filter. 

In dem dritten Versuche wnrde der Niederschlag auf N-fireiem 
Piapierfilter abfiHriert 

1) 20«**» BasenlOsung. Der Ag-Ba Nd. erf. 24,1 ^- S. 

^) 1» n « » » w n ^5»35 »I w II 

3) « n » w 11 « 11 *5i3 » » w 

6* 
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Somit eiforderten im Mittel 20^ 24,92«^ 7io 9* 0*0349 gr- ^ 
» fOr die ganze BasenlOsuiig bereehmet: 0,1745 gr. also von 
dem Bawn N: 

67,97o Aiginin N. 

Hieraus berechnet sich Lysin N = 32,i7o- 

Außer dem Sulfat wurde die |3-NaphtaHnsulfover])iudimL( des 
Glutokyrins /or<^^47,t. Von vuruhci ( in war nicht aust,'» sriilussen, 
da bei der großen Molekularfonuei dieser \ erbindnng sich aus 
den getimdencn Analysenwerten mehrere Formeln berechnen lassen, 
daÜ hm der Synthese dureh die Gegenwart der Natroalauge eine 
Verandening des Glutokyrins stattgefunden hatte. 

Diese Versuche hatten mit der großen Widerstandsfähigkeit 
der Napbtalinsulfoverbindung zu kämpfen. Selbst durch tagelanges 
Sieden mit Salzsäure und Zinnchlorür wurde sie nicht vollständig 
gespalten, nur durch «ehr anhaltendes Erhitien auf 150 — 160^. 
Hierbei können aber schon sekondAre Zersetzungen^ wie die der 
Glutaminfl&nre zur Pyrrolidoncarbonsfture eintreten. 

VI. ca 2 gr. des ^-Najkhtalinaulfogluto^rinB wurden in 
30"^ Alkohol gel(tet und mit 60^ konzentrierter Salzsäure 
60 Stunden am BQclifluAkflbler gekocht Das Beaktionsprodukt 
wurde in Wasser gegossen^ das liltiat mit S%igBr SchwefeldlnTe 
auf 50««* aufgeftUlt 

1) Hiervon erf. n. KJ, IO*~ 5,6®^ ~ S 

— 0,00784 gr. N. In der ganzen FUasigkeit befianden sich also 
0,03920 gr. Stickstoff 

Der Bett der Fillssigkeit wurde mit Phospborwol&amstiire 
gefWi 

2) Das Fütrat erford. n. Kj, ~ S 

=— auf die ganae Zersetzungsflilssigkeit berechnet: 0,0640 gr. K 
^ 35)7% AmidoSfturen-N 

«ttT. 31,9% 

In Übereinstimmnng mit den Bpaltongen des Sulihtea wurde 

hier gefunden, daß etwa % Basen und Vs Amidosäuren entstehen. 
Dieses Resultat ist aber nicht eiuwuH'sfrei, weil nur ein Teil der 
Substanz zersetzt war und es nicht sicher ist, daß nicht in dem 
ungelösten Teile eine teilweise Spaltung stattgefunden hat 

Die ablilU leite, gefärbte BubstAnz war reich an N, enthielt 
aber weniger N als das Ausgangsmaterial. 
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0,1601 gr. Aber Sohwe&lsftore gßtr. g. 7,1*^ tr. N. b. iS^ u. 766"^ 

VIL ca 1,5 gr. d«rNaphtaiiii8u]foY«rbmduDg wurden mit 20^ 
nradL BalsBinre znnSehsfc 48 Stunden auf 120^ eridtzt Da die 
finbitaBS nur zum Teil zersetzt war, wurde die Böhre weiter 60 
Stunden auf 150 — l6o* erhitzt Beim öffnen der R«hre ergab 

äch nur ganz geringer Dru( k, d< i lulialt rocli stark nach Naphtalin. 
Die Substanz schien vollständig zersetzt zu sein, außer den hellen 
Kristallen des Naphlaiins befanden sich in der Flüssigkeit nur 
sehr geringe Mentren schwarzer Flocken bezw. Lamellen suspen- 
diert. Das Filtrat wurde auf 250*^*^™ aufget'llllt. Das getnx'kncto 
Rlt^r cril' leicht an Alher das Naphtalin ab, das nach dem Ver- 
f^nr.«tHii des Äthers fast farblos au-kristallisierte und den Schmelz- 
pirnkt 80 — 81^, welcher dem Naphtalin ankommt, besaß. 
Von dem auf 250*^°* aufgeMlten li'iitrate wurden 



1) 50*~ n. Ej. erf. i6,5«~ 75 ® " 0,0231 gr. K auf das 

ganze Filtrat berechnet 0,1155 gr N. 

2) 100*"" wurden auf cd die Hälfte des Volumens eingeengt 
and mit Phosphorwoliirams^ure aojsgefälit Üas Filtrat hiervon 

n. ly. 11,0*^ ^ ^ "* O1O154 gr ^1 anf die ganze Flflseigkeit 

berechnet 0,0380 gr N = 32,9% Amido8fturen N corr. 29,570- 

Auch dieser Versuch, der beweiskräftiger als der vorige ist, 
weil die Substanz vollständig zersetzt waa , ergibt annähernd in 
Übereinstimmung mit den bei den Zersetzuiigs versuchen des Sui- 
iates gewonnenen Besnltaten das VerWtnis von 

Ges. N : Basen-N : Amidoa&ure-N «»3:2:1 

B. Ergebnisse der Spaltungsversuche. 

Die Versudie «gaben, daß durch starke Schwefelsäure kein, 
durek Saizsiure lußetst geringe Mengen Ammoniaks abgespalten 
werdm. Das Glutokjrin enthilt also hemm so^mmmtm AmmO' 
mk- oder AtmäsiidcsU^, 

Als Basen entstehen Ar^inin und Ljfsm^ kein HisUdm^ Ton 
Amidoaftnren Olutamwuämre und wahrscheinlich Qifßulkon. Das 
letstsre ist bisher nicht isoliert, seine Entstehung bei der Zer^ 
istsnng des Glnto^rins ist aber wahrscheinlich, weil erstens 
die Analysen der Eupfersalze (8. 78), die aus glutaminsaurem 
Kupfer und dem Enpfersals der fragliehen Amidosftnran bestanden 
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ein YerhSltnis von C : N, welches kleiner bezw. in einer Fraktion 
ebenso groß wie im Alanin war, ergaben, zweitens, weil naoh meinen 
früheren^) Versachen über die Spaltung des Glatin-Trypsin-Pep' 
tons anzonekmen ist, daß bei der Spaltung dieses Peptons, der 
Mattersubstanz des Glatokjrins» außer GlykokoU keine in Alkohol 
«sbwer ISaliche AmidoB&ore enteteht 

Die gfiMWitttetirefi Versuebe ecgsben feiner: 

1) daß % des Stickstoffs im GlutokTiin den Basen cnkonunt, 
den AmidoBftnren. 

2) daß TOn dem Basenstiekstoff' */# Arginin auf Lysin 
kommt» daß somit auf i Molekül Aiginin i Molekol Lysin ent- 
steht, unter der berechtigten Yoranssetrong, daß nicht andere 
Basen, als Arginin nnd Lysin entstehen. 

Da die einfiu»he Fonnd des Glntokyrins H^^ O3 ist, 
gehören yon den qN- Atomen 6 den Basen nnd zwar 4 den 
Arginin 2 dem Lysin. 3 Atome N kommen auf Amidosäuren, 
von denen eine die ( Jlntuminsäure, die andere noch unbekannt, 
wahrscheinlich Glykokoll ist. Unter der Voraussetzung, daß bei 
der Spaltung außer Glutaminsäure nur GlykokoU entsteht, ergibt 
sich folgende Gruppierung des Glutokyrins: 

I Mol. Aiginin OcHi^NaO, 

I „ Lysin C«H,4N,0| 

1 n Glataminsftuze Cr, N 0^ 

2 „ GlykokoU C^H^oNgO^ 

minus 41120 0^ 
Glutol^n « CnH^NjOg 

Bereits begonnene Versnche sollen prflfen, welche Mengen 
Glntaminsftuie und ob und in welchen Mengen Glykokoll ent- 
steht, ferner ob die Mengen dieser AmidosKuren unter Ter- 
sohiedenen Verhftltnissen konstant sind und in dem Verhtltnis 
1 Mol. Qlutaminsftnre : 2 MoL GlykokoU stehen. 

Schon firfther*) habe ich es als unwahrseheinUch hingesteUt, 
daß das Eiweißmoleknl ans den Spaltongsprodukten, welche 
dnrch Salzsäure entstdien, in der Weise aufgebaut ist, daß die ge- 
samte Anzahl der aus einem Eiweißkörper entstehenden Spaltungs- 

0 Zeitiohxift f. phyaiol. Chemie 35 S. 187. 
a) Zeitschr. f. phytiol. Chemie 35 8. 180. 
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Produkte, könnte man sie vollstft&dig isolieren, dieselbe Anzahl 
▼OD C- oder N* Atomen bentani wfirde, wie das Eiweiftnoleknl, 
ans dem sie heirergeguigeii, selbst Dies wäre nur einer der 
ni0g]]ehea FUle. Nadi Analogie der uns bekannten Spaltnngs- 
TOtgioge kompUsierterer Verbindungen ist es nel wahrseheinlioher, 
daB^ wenn anoh nicht durchgäugig, so doeb an mdbreren Stellen 
des Eiweifimolekols die Spaltungen zum Tml in der dnen, zum 
Teil in der anderen Richtung erfolgen, sodali die Summe der 
C-Atome aller bei den Spaltungen erhaltenen Produkte größer 
als die Anzahl der C-Atome des Ausgangsmatpriales, dps Eiweißes 
i?t. Man würcle meines Erachtens nach ebenso lehi gehen, wollte 
man aus den Spult unL^sprodukten durch Zusammensetzuü<? der- 
selben unter Wasscrabzug das Eiweißmolekul konstruieren, als es 
nioht angeht, aus allen Spaltungsprodukten etwa substituierter 
Acet«ssig6Ster oder des Kreatins die betreffenden Aceteasigester 
oder das Kreatin in gleicher Weise aufzubauen. 

Der eine mdgliebe Fall, daß die Spaltung in einer Bicbtung 
glatt TerlAuft, sdieint bei der Abspaltung des Arginins und Ljsins 
ans dem OlutokTiin vonuliegen; dafür sprechen die überdn- 
stimmend bei Tersehiedenen Zeraetcungen, ndt Salssfture und mit 
8ciiw«felsftuiey eibaltenen Werte für Basen- und Amidosfturen- 
stickstoffl 

Die Auffindung der Glutokyrins hat den Beweis geliefert, 
daß bei der suceessiven Spaltung eines Proteiukürpers Basen, 
Lysin und Ai'ginin, in einem relativ kleinen Kumplex mit Amido- 
sauren, deren Stieksturt in Summa nur die Hillfto des Bnseiisiick- 
stoffs betriiirt, erhalten l)lei])en. Wenn man sieht, wie dieser aus- 
gesprochene biiswche Kern aus dem Proteinmolekul durch die 
hjdrolysierenden Agentien successive herausgeschält wird, selbst 
der weiteren Hydrolyse stfirkeren Widerstand leistend als das 
Protein- und Peptonmolekul. so wird man unwillkfirlieh an die 
Ansehaaungen Kossbls Aber den basisohen Kern des Eiweißes 
dsnken. Wenn au^ diese Anschauung Kossbls durch die Besul- 
iate meist seiner eigenen Untersnebongen manehe Verlnderang 
eilshren hat, so bleibt ihr doeb der Grundgedanke, daß ein 
basisdier Komplex im Proteinmolekul existiert, ein basischer Kern, 
um den sieh die anderen Komplexe gruppieren. Bis zu einem 
gewissen Grade bringt die^e Untersuchung den Beweis fth* die 
RicLL.gkeit der Anschanung Kos.sel«. Denn wonn auch die bei 
der Zersetzung des Glutins neben dem Kyrin gleichzeitig ent- 
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stehenden Körper noch nicht bekannt sind — mit deren Unter- 

buchung bin ich zur Zeit besch'äftigt — und wenn wir yiel- 
leicht auch hier größeren Komplexen als den iimiJosäiiien, den 
E. I^sciiERs „Peptiden" zugehörigen Körpern begegnen werden, 
bo ist doch bewiesen, daß Ljsin und Arginin, in Squimolekularen 
Mengen mit geringen Mengen Amidosftaren einen Komplex bilden, 
d^r'v infolge seiner Widen^tandsfähigkeit als Kern zu betrachten ist. 
Wenn sich entsprechende nicht basische Komplexe aufladen lassen, 
die ähnliche Widerstandskraft geeen Hydrolyse besitzen, wird man 
diese neben dem Kyrin zu ordnen haben. Zerfällt ahrr das 
Proteinmolekül bei der Reaktion, bei welcher das Kyrin erhalten 
bleibt, in Kyrin und die einfachen, letzten Spaltungsprodukte, die 
Anüdosäuren etc., 80 wird dem basischen Kern, dem Kyrin, eine 
Sonderstelliuig ininweiflen sein, in diesem Falle ivird es der 
Keni sein* 

Die relativ große Widerstandsfähigkeit des Kyrins ist die 
Folge der Stabilität der in dem Kyrin vorhandenen Gmppieniiig. 
Deshalb wird auch die Synthese des Kjiins relatiT leicht Tor sicli 
gehen* Hier ist die Eiistens des Glntaminsliue-Komidezes iin 
Kyrin besonders bemerkenswert. Ich habe schon frOher*) die 
Bedentong der TMsaohe hervorgehoben, daß alle hidker rem dar- 
gestellten 5 Peptone Olntaminsiure in großen Mengen bei der 
Spaltong Hefern, daß also beim Abban des Eiweißes selbst dorch 
das weit spaltende ÜTpstn der GluteminslDre-Eomplex erhalten 
bleibt, der beim Anfban des Eiweißes in der Pflanae eine so 
große Bolle spieli 

Wir sehen andt in dem Kyrin die Glntaminsinre mit den 
Basen vereint; es eihebt sich daher die Frage: Wird auch beim 
Aufbau des Eiweißes in der Pflanze ein Kyrin ans Basen und 
Glutaminsäui*e oder Asparaginsäure als Vorätuie des Eiweii^ea 
gebildet? 

Wie einerseits die Stabilität des Kyrins die Bildung des- 
selben im pflanzlichen und tierischen Organismus begünstigen 
muß, ist andererseits die Atmalime. daß « s flort als Zwischen- 
produkt bei dem Abbau von Proteinkörjiein p^Jt^>!ehi, berechtigt. 
Nach den Untersuchungen Mieschers IuMbi der Lachs, ohne 
Nahrung aufzunehmen, aus seiner Körpersubstan^ din Protamine. 
Als Vorstufe dieser Protamine beschreibt Mibsch£b die Kemal- 



t) Karlsbader NataiforMhervenanmilmig 
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bmiiinose, eine peptonarüge Substeas. Nach IfiBSoan werden 
bei der ümwandhmg der AHrammose io Protamin Amidosftnien 
abgespalten. Nachdem nachgewiesen ist, daB dnrdi allTO>h1iche 

Hydrolyse aus einem Proteinkörper ein ausgesprochen basischer 
Kern eliminiert wird, der nach seinem Gehait ;in Stickstoff und 
basischen Gruppen den Protaminen sehr nahe küiiuuL, liegt die 
\'orsteUung nahe, daß Protamine aus Kyrin oder kyriuUbn liehen, 
durch Hydrolyse aus Eiweiß entstebenden Substanzen, durch ein- 
lach polymerisierende oder anhydrisierende Synthese hervorgeben 

Mit der weiteren Untersuchung des Kyrins und der l^eant- 
wortung der Frage: Entsteht Kyrin auch bei der allmfthliehen 
Hydrolyse anderer Proteinki^rper? bin ich bescb&ftigt. 

Dieee üntersuchnng ist zum Teil mit den yon der Königl. 
siehe. Ges. d. Wiseeneolialten ana dar Mende-Stiftang bewilligten 
Mitteln ausgeAfart 



DrackXtrUg erklÄrt 8. lY. 1909 } 



Beinerkungeu zn einem Satze von Sophus Lie über 

algebraißche Funktionen. 

Von 
G. ScHBimB. 

Im Jahre 1892 bat Soraus Lm in einem Briefe an Hern 
Leo Eöniosbbrobr ein Theorem über algelirusclie Funktionen 
mitgeteilt, über denen Beweis er nur die kmnen Anmerkungen 
machte: er sei auf sehr ein&ehen geometrischen Anschauungen, 
nftmlich auf MannigfaltigkeitsbetnichtuiigeD, begründet. Soeben 
hat nun Herr Köniobberger in den Acta mathematica einen rein 
analytischen Bewpis dos Satzes mitgetoilt. 

Da SopHUK Lii. Stilist den tVagli( hcn Satz in seiner speziellsten 
Form in Vorlesungen -j (xal;i auf synthetischem Wege abgeleitet 
hat, bedarf es nur einer einfachen Ausdrhiuuig seines Verfahrens 
auf Käume von helit big vielen Diuieüsioaeu, um deu allgemeinen 
Satz so zu begründen., wie es höchst wahrscheinlich Lie selbst 
getan haben würde, wenn er sich darüber überhaupt näher würde 
geäußert haben. 

Zugleich liefert dies synthetif^chn Verfahren sofort auch den 
Ausnatimefall^ in dem der Satz nicht gilt; und es unterliegt tiQr 
jemanden, der in die Anschauungsweise Lies einigermaßen ein- 
geweiht ist, keinem Zweifel, daß Lie selbst diesen Ausnahmefall 
kannte, wenn er ihn auch in dem Schreiben an Herrn Kömoa- 

t) „RetTiPrlcnngen zu einem Satze von S*)pnrK Ln? flber ein Anft- 
logon zum ÄHKLschen Theorem", Acta math t-'V Hd.( ioo3), 8. 171 - 

2) Tn Leipzig um 1890 henuu. Hin niul i r Hewei«. der al<er auf 
den im Texte gemeinten zurückkommt, z. ii. in der Arbeit: „Beiträge 
zur Theorie der Minimalflächen l", Math, Ann. 14. Bd. (1870), S. 331 
bis 416, insbeä. S. 344, 345, sowie „Untersuchungen übur Trauslatioua- 
fl&chen 1", Leipziger Berichte 1892, S. 447—472, insbes. S. 461, 462. 
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BBBOXR mehi erwtimt hat Spricht er doch seihet duin tob der 
,^ODehalasten Form*^ seiner Briefe.^) Der Ansnahmefall ist nun 

von Herrn KöxKiSBERGER unrichtig formuliert worden; doch würde 
inich dies ziemlich goringfüprig'e Versehen nicht veranlassen, hier 
auf den Satz zurückzukittnnien, wenn ich es nicht uls eine 
PÜieht der Pietät betrachtete, zu zeigen, irie einfach der LiESche 
Beweis ist. und zwar auch dann, wenn man ihn analytisch wieder- 
gibt. Man kann sagen, daß eben mir der erwähnte AuMohiM' 
fail einige weitergehende Üherleguhffen fordert. 

Der Sat2 lautet in Lies eigener Fonntdierang so*): 
^€h bäroi^ m + 1 Gleielimgm von der Form: 

und MOcAe über sie nur die eitunge Vormusetmmg^ daß sich aus 
ihnen nur eine ReiaHoH zwiodim 0|, t^, • • * v^^^ abteiien läßt; 

dann und nur dann algebraisch^ wenn jswei beliebige Größen 

durch eine algebraiscfie Relatim gebunden sind." 

Natürlich beschränkt sich Lie stillschweigend auf Funktionen, 
die adi in einem gewisflen Bereiche regulSr verhalten.^ £r hätte 
aber noch eine Voraussetzimg hinzufügen müssen: ' 

Bit RelaHon Sl^^O darf keine Gkidtung von der Form 

in der n^, ^m + i sämtlich verschwindende Konstanten 

linc?, nach sich ndim.*) 

Zwkftchst soll nnn Ijies Beweis, aher ins Analytische flhei^ 
tngeOf gßgehen werden, nnd xwar soll dies mOglicbst ansflüirlich 
gesebeben. 



1) Bei KdaiecMEBOBE a. a. 0. 8. 173. 

2) Ebda. B. 171, 172. 

3) Ygt z. B. Math. Ann. 14. Bd. a. a. 0. 8. 333, Foftnote. 

4^ Bei K5«ioenBGaB a. a. 0. 8. 162, 183 wird nur ▼eriangt, daß 
AaiD nicht liaeer in den ArgnmenteB sei Anf diesen Lniom brieflich 
■afberksam gemacht, erlouinte Hetr E^mMBneaa meinen Btnwaad 
aoCoci als lichftig an. 
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§ 1. Aialytifelir B«ireii. 

Nach Voiausfietziuig soUeu die m -f- 1 Gleichungen: 

(1) - Cl) + ^«(0 + • • • + AmiO <»-«.• -+« 

nnr eine yor ^ * * * Gleichung 

(2) Ä(i;i» . . . €^,^.0 - 0 

nieh sieh aehen, und diese Gleudmng loU überdies algehruidi Min. 

Setzen wir: 

(3) - ^«(^ + + • • • + -^»«(U 

sodaft dia von frei sind, so wird also die Gleichiuig: 

(4) Ä(ui + w^i, «1 4- «ft, • • • w^+i + 0 
für alle Werte von <|, * * * ^» dvrdi die Fonktioneii 

(5) t*i-AjtO> «'i^^iW» 

von ig identitdi erfttllt. Wir gehen jetrt ^, ^ * * * ^.»t 

ig irgend welche hestunmten Zahlenwerte, sodaB die Ttak&im 

i0i nach (3) hestimmte Werte annehmen. Aledann geben wir 

' ' * heetinuBte Werte* wdaß die etwa die 

etinunten Werte annehmen n. 8. w. Wir kOnnen eo ans der einoi 
Gleichung (4) eine heliebig große Aneähl von GUidmtgm InldeB: 

|Ä(iii + Ol, IS -I- 0,, . . . w^+t + a^^.i) - 0, 



sämtlich durch die FmUcUonm (5) fdenftscfc d^/Hed^ werdm. 
Sie sind sämtlich algebraisch in u^, M| ***t«m-»-r 

Unter diesen Gleichungen (6) können natürlich nicht mehr wie 
m von einander nnabhingige enthalten sein» da sie dnroh 
Funktionen (5) erfBUt werden, awischen denen nnr m von einaoto 
unabhängige Belationen bestehen. Sind nun — und diea ist dw 
allgemeine Fall — unter den Gleichungen (6) gerade m m 
einander nnabhlngig, so lehren sie, daB swisohea «f^, - • ^'m+i 
gerade m von einander unahhingige cUgebraiec^ Gleichungen be- 
stehen. Demnach sind auch je zwei der m + 1 Funktionen m^, 
«, • • • ^ , oder .4, 1 ( /,) , ^ 1 , 1 (^1) + 1 Qi) durch je eine 

algebraische Relation miteinander verküupl't, was zn beweisen 
war. Analüg wird der Beweis für jüde andere Funktionenreih« 
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Dieser, wie man sieht» sehr einfiidie Beweis Tenagt jedoch« 
wbekl man keine m von einander nnabh&ngigen Gleiehungen (6) 

bilden kann. Indem wir jetzt dies« Annahme machen, kommen 

wir zu dem in der Einleitung erwähnten AusmüimefiUl. 

Wir haben jetzt vorauszusetzen: Unter dUm Gleichungen, 
öie man erhalt, wenn man in 

ftr Wj, iPj " • w^^i irgend welche Werte setzt, die sich ans (3) 

ergeben, sobald man darin f^» ^ * * ' irgend woldie Werte gibt, 
sind höchstens m — 1 von einander hinsichtlieh der Argumente 
• • • unabhängige Gleichungen enthalten. Anders 

gesagt: 

Die Oesaratheii derjenigen Wert^syst^ nie • • • ti^^j, die 

allm diesen in m^, • • • «,„^1 algebraisclien Gleichungen (4) 
genügen, erfüllt weniger wie m 7on einander unabhängige alge- 
hfaische Gleichongen. Sind es nur m — r Gleichungen, so heißt 
dies: Etwa u, • • • u^, u^^^ kOnnea gans beliebig gewkhlt 
wevdan, wfthrend alsdann die fibrigen «^^ft • * * ^m+i *kSI^ 
hnusefae Funktionen Ton % • • • 11^, «^^1 lülein sind. Da r 
mindestens gleidi Eins ist, so können mindestens zwei der u ganz 
beUebig genommen werden. Wir kdnnen also sagen: 

AUm Gleichnngen (4) wird dadnreh genfigt^ daß wir unter 
Up M|**'t<„+i algebndsche Funktionen von mindestens zwei 
neuen Veränderlichen p, q verstehen (wo z. B. = jp, % = ^ 
sein könnte). Diest- algebraischen Funktionen dürfen nicht siVmt- 
hch von einander abhängig sein. Sie seien so bezeichnet: 

Da die Gkiohung (4), abgesehen Ton der Bezeichnung der 
Aigumante, mit der Qle&ohnng (2) ttberdustimmt» die äUe Wert- 
fl^steme r^, • • • tm^.! definiert, weil zwischen v^, • • * v^^^ 
asdi Voraussetanng nur diese eine Gleichung (2) besteht, so folgt: 

Fassen wir die Gesamtheit aUer Wertsysteme w^j • • • ^, 
ins Auge, die durch (3) definiert sind, so erhalten wir aüü üir 
die Gesamtheit aller Wertsystcmo v^, ' " ^m+i wesent- 
lich verschiedenen Wegen: 

erstens dadurch, daß wir zu den w^^ fr., • • • W^^i die 
Funktionen ^ (fj) , A^i(fi) • • • ^^ + 1,1 ('1) addieren, 

eweUens dadurch, daß wir zu den iPi, • • • w^+t 
Fnaktionen ^(p, §), ^iCf, fl) • ■ - fl) addieren. 
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Dabei ist das eine Mal beliebig TerisderUcli, wihnod 
das andere Mal p und q ganz beliebig TerSndeit werden dfirfti. 
Zur grttBerm ElarbMt sei noeh berTOrgehoben, daß t^^ pjoAi 
bei der Bestimmnng (3) der WertsTeteme f9|, w^" - tr^^i imU 
auftreten« 

Weü nun die Funktionen <Pi(p^ q), <pg(p^ 9) ^m-^-iiP^ 
nicht sämtlich von einander abhängig sind, würde das zweite Ver- 
fahren viel mehr Wei-tsysteme r^, i'^ • - • Heferu als das trsk, 
wenn nicht die Addition von unendlich vielen Wel tsystemen der 
Funktionen qp, zur Gesamtheit der Wertsysteme dasselbe gai* 
wie die xVddition (i)i('s Wertsyf?tems der Funktionen A^^(f^) tut 
selben Gesamtheit der Wertsjsteme Wj^ D. L es besteht iwischen 
j», q und /| eine gewisse Beziehung: 

(7) r{P: q) = <i 

derart, daß alle Wertepaare, die man för jp, q hieraus bei ao- 
genommenem wählen darf, beim zweiten Verfahren dieselbe 
Gesamtheit von Wertsystemen v^^ geben wie beim eivten Ver 
fahren. 

Nun sei ^ ein beetimmtes Wertfffstem, das (7) bei an- 
genommenem <| genügt, p^ q m beliebiges Wertsystem, das de^ 
selben Bedingung (7) genügt. Durch Addition Ton 

zu allen Wertsystemen tp^, ir^ • • • w^^i gebt dann dieselbe Ge- 
samtbeit yon Wertsystemen hervor wie dnroh Addition Ton 

n&mlich die Gesamtheit der Wertsysteme 

die Ztl dem angenommenen /, gehören. Also folgt: 

Die Gesamtheii der Werlaifdeme u\, «^'j • * "^„,^.1 ycftt durch 
Addition der Funktionm: 

m sUA s^hst 0fer, Dabd sind p^, q^ wffendwie besikmiU m 
wMm, während p, q nadi (7) mr an die Bedingwng 
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gAnüpft simd. Diese Bedingnng gibt efcw» ^ als Funktum Ton 
jR, aodaß jene sii «ddiefendea Funktionell alsdann als Fnnktionen 
m p allein an&nftssen sind. 

£5 gibt demnadt gewisse m + 1 PMUmmmk tmt p.* 

^fCp) • • • 

die» iwr €r€8am&teU äUer WerisfßSikme w^y tr, • • - w^^^ addiert, 
jedes soldie Weiisfßtem m em Wertsystem dersdben Gesamtheit 
vensanddn, IHese Funktionen sind nkM sämtUi^ hmstmU, denn 

sonst wären die Gleichungen: 

Folgen der Gleichung (8), d. h. alle Funktionen 9>x> 9s ' ' Vm-t-t 

wären von einander aLiiängig. 

Weiter folgt hieraus, da die aus den /r^ durch Addition 
der Tiinktionen A^j^(J^) mit beliebigem hervorgehen: 

Die Gesamtheit aller Wertsystenie fj, r j • • • »„^j bleibt un- 
geändert, wenn man zu ihnen die nicht sämtlich konstanten 
Funktionen tf;i(j[)), iff{p) • • • "^m + iip) ^^ddiert, in denen p eine 
beliebige Yexftnderliche ist. Es wird aber die Gesamtheit der 
Wert^steme v^^ • • • t^^^^ durch die eine Qieieknng 

definiert. Wenn wir p irgend einen bestimmten Wert Pq geben, 
so ist also die Gleiehung 

mit (2) identisch. Geben wir p einen von Pq unendlich wenig 
abweichenden Wert, so ergibt sich, wenn t^i(i>o), ^t(Po) * ' ' 
Vü^idVi) nix^^ simitieh ▼erschwindende Konstanten mit Oj, 
Si • • • o;,^) beieic^met werden, daß die Gleichung 

2f "^"^ 

1 

eine Folge von (9) oder (2) sein muB. Hiernach können wir sagen: 
In demAusnahmefaUe nmß die Gkichung Sl^O eine Gleiehung 



2' f^ 



mit nicht sätnUich verschwindenden Konstanten Oi, « • • a^^\ 
meh siiA meken. 
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a. SonnraM! 



Ich will mich nicht damit aut halten, hier zu zeigen, daß 
tatsächlich in diesem Ausnahmefall der LiESche Satz nicht gilt- 
Dies macht sioh kürzer und klarer bei der syntketucheii Bew^' 
fÜlhniDg, zu der wir jetst übergehen. 

§ t, SjBflietiidler Beweb. 

WtÜirend ich beim Vortrage des analytischen BeweiaeB ab- 
sichtlich sehr ausföhrlich gewesen bin, darf ich mich beim syn- 

thetischeu Beweis knapper fassen, da ich mich an solche Leser 
wende, die mit begrifflichen Überlegungen in Kiiumcn von beliebig 
vielen Dimensionen vertraut sind. Ich schicke aber ausdrücklich 
voraus, (faß in ^ 1 gerade dieser kuree sifnilieiiscJie Beweis in 
anaiyttsilier FAuMtuhinq wiedergegeben isi. 
Liegen die Gleichungen vor: 

ava denen nach VaraaBsetKung «me und nur eine von t^^ f, • - • 

freie Relation 
(ii) Sl^v,, f^^0 = O 

folgte die überdies algebraisch ist, so deuten wir v^, ' ' ' ^m-t-i 
als gewöhnliche Pnnktkoordinaten in einem Baume JB^^t '^^^ 
m -\- 1 Dimensionen. Die Toraussetzungoi besagen dann, daß 
allen Wertsystemen (lo) die Punkte einer algebraischen m-fach 
anagedehnten Hannigfoltigkeit oder (ii) entsprechen. Auf 
ihr sind ^> ^ * * * krummlinige EoordinataL Nennen wir ein- 
fach ausgedehnte Gebilde Kurvei^ so ist die von m Schaven 
yon je oo**~^ kongruenteii und gleichgestellten Kurven tibenogen. 
Geben wir nSmlich allen Parametern ^i ^ * * * ^.i Ausnahme 
eines, etwa ify bestimmte Werte 4, ^ * - ' so stellen die 
Gleichungen (lo) eine solche ergeuffende Kurve dar. Werden den 
bestimmt gewihlten Parametern andere bestimmte Werte gegeben, 
so heiBt dies, dafi sn den Koordinaten Vj, ti^ • < • v^+i Punkte 
jener Kurve Konstanten addiert werden, sodaß d&e neue Kurve 
tatsftehlieh sur Toiigen kcaigment und mit ihr gleichgestellt ist. 

Die Manniglialtigkeit ist also, wie wir sagen klhmen, 
eine algebraische TranslaiionS' oder SchiehungsmannipfaltigkeU^), 
die dadurch entsteht, daß mau zuerst m Kurven t^, * ■ - 

i) Vgl. Sopsütt Ln, ,4Me Theorie der TranilatiomflAchen und das 
AasLsche Tbeoiem*«, Leipsiger Berichte 1896, 8. 141— 193, iatbes. 6. f $3- 
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chureh taam, PubU P aimiiDiiit, darauf ohm$ Dvelmiig Iftags 
TotBcbiebt, das enfstandese QebiU» obse Dnlnuig längs 
c^_^ IL 8. w. Maua wir diesM V«rfiilirai «mftduifc anr bis war 

Kurve fort, so erhalten wir eine (m — l)fach ausgedehnte 
Schiebmigsjii iniiiglaltigkeit mit m — 1 Scharen von je oo"'"^* 

kongrueuten und gieichgestcllten Kurven, von denen die m — 1 
Kurven r,, c, • • • durch P die Typen sind. Die M^^ g^t 
niis der M^_^ hervor, pf^tn die M^_^ länrj^ r, ohne Drehung 
versdiohrn ?rtrrf, d. h. auch dadurch, daß man durch jeden be- 
hebigen Punkt Q der 3f^_| wie dozcb dtti Punkt P eine mit 
Ci kongruente und gleichgestellte Kurve zieht. 

Jetxt sei Q ein beliebiger Punkt Yon M^^i^ und wir denken 
UBfl die if^ doppelt übereiiiioderliegaid» einäud als rnbendefl 
Exemplar mit dem Pmikta P mad dami als em na«bbar in andero 
lag« za bringendes Exemplar mit dem Ponkte Q, Dies zweite 
Exemphur enihftlt eine dnrdi Q gebende mit ^ kongniente nnd 
^ebgestsllte Ennre. Wird also die sweite soweit Ter* 
schoben, dafl ihr Fdnkt Q nadi P fXDt, so bat sie nimmehr 
mit der ersten, ruhenden, 3f,^ die Kurve gemein. 

Dies VertLihren denken wir uns für beliebig viele Punkte Q 
ausgeführt. Aiadaun erhalten wir beliebig viele mit Jf,,^ kon- 
jS^nente und gleich g'estellte, also auch algebraische 3/,,^, die .sämtlich 
Cj enthalten. Schneiden sich alle diese M^^ nur in einer Kurve, 
also in r,, so ist Cj algebraisch. Dies aber sollte bewiesen werden^ 
da längs der die Koordinaten, abgesehen von additiTen Konstanten, 

gleich • • • Am+t,M 

Jetzt kommen wir sn dem Jbumakmefall: ESr tritt ein, wenn 
alle Jf^, die man ans der einen erhftlt, wenn man sie so 
Tsnebiebt, dafl ein beliebiger Punkt Q von ilf«.| nach P rftckt, 
nieht mar eine Knrve, sonden eine mmdetteM moeifach ans- 
gedflbnte algebraische Mamiig&ltigkeit M gemein haben. 

Schiebt man die Jlf^ in ihre alten Lagen snrQek, so beiftt 
£m: Dnreh jeden Punkt Q der M^_i geht eine mindestens 
nreifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit, die mit M kongruent und 
gleichgestellt ist und vollständig m der JI^^ liegt. Mit anderen 
Worten: Die kann auf zwei Arten aus der j5f^_j erzeugt werden: 

erstens dadurch, daß man längs q verschiebt, 

zweiierfs dadurch, daB man M^^_■^^ längs M vers^lm bt. 
Ttü zweiten Falle aber nimmt die M^^^ mehr Lagen wie im 
ersten Falle an, wenn nicht bei oo^ Yerschiebungen der M^^i 
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auf äer M <üe M^^^ in diMelbe Lage konunt wie bei aMWr Yar- 
schiebimg auf e^. Anden gesegt: Die M^^^ geitattefc notwendig 
OD^ Tenobielyiuigen, bei denen sie inwiant bleibt Daians folgt 
sofort, daß sie ani^ bei einer unendlioh Ueinen Venebiebnng in^ 
▼ariant bleibt, d. b. dnrch alle Punkte der Jf^^i geben perallele 
Gerade, die der i^^-i u^bOrsn. Weil nnn die aas der 
Jif^_i durcb die VerseUebangen längs benrorgebt, so folgt: 
Auch dureh tlle Punkte der geben parallele Geiade, die der 
Jtf^ angehflren. 

Entbftlt aber eine Mannigfaltigkeit unendlich viele psiallele 
Geraden derart, daß durdi jeden ihrer Punkte eine gebt, so kann 

man sie eine cifUndrMie Mannig fältigkeii nennen. 

Der Ausnahmefall irüi also auf, trenn die MannigfalHgkeii 
bei einer unendlich kleinm Verschiebung 

imanant iieSfi, oder, was dasselbe t^, cjflmämdi iä, wobei 
(oi : Ol : • • • : a^^^) die Bicbtung des Cylindsrs angibi AnalTtiseh 
ausgedruckt: Der Ansnabmefall ergibt sich, wenn die Qleichnng 

der Manmgialtigkeit eine Gleichung 

m-l-l 
l 

nach sich sieht, in der Oi, Oi • • • a^^<^ niobt sftmtlioh ver- 
schwindende Konstanten sind. 

Daß nun der Lusche 6ats tat^idUieh nicht gilt, wenn die 
Mannigfidtigkeit i^lindrisch ist, erkennt man sofort Ss genügt 
der Nachweis im gewöhnlichen Baume: Man kann auf einem 
algebraischen Gylinder eine belieb^ tnasoendente Kurve aa* 
nehmen und Ungs des Cylinders yerschieben. — 

Lidem ich schließe, mOdite ich sur Vermeidimg einer falschen 
Auffassung nochmals herrorfaeben, daß ich diese Hitteflung nur 
als eine sehr nahe liegende Verallgemeinerung Luscher Ideen- 
gänge auffasse, die nnr das Eine zeigen sollte, daß Lm seibat 
schon im wesentlichen im Besits eines einfSMiben Beweises seines 
Satzes gewesen sein wird. Eine selbständige Bedeutung möchte 
ich diesen Zeilen nicht beilegen. 

Darmi»tadt, im Februar 1903. 

AMdcftKU; «kUM tt. m. IMS.] 
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VOD 

GbBHABD KOWALEWSKI. 

F sei «ine algvfaralflche Ftana fiter Ordniug in den Ver- 
InderUchen ^j, ^j, f^. Den Koeffizienten von ■ £j ^5 

wollen wir mit 

ni 

bezeichnen, wo i die imapriiiHrp Einheit soin soU.^^ Die Indires 
der j(n + l)(n Koetlinenten x sind nach dieser Festsetzung 

Unter verschiedene komplexe Zahlen. 

Unterwirft man F den Transformationen der Oruppe 



^0 



äo werden die Koefüzienten x durch folgende Gruppe traueformiert: 

3Ei -^(n -Q~ <f)^^^i + aiPfi + oi^ 

SB — ^v«^+,<i»^+ao 



I) In allen Formeln der vorliegenden Arbeit hat i diese Be- 
deotong. 

7* 
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Betrachtet man die x als homogene Punktkoordinaten m 
einem Räume mit iV= — 1 -f -^(n + l) (« + 2) D i m e nsi onm , 
80 ist (2) eine projektive Gruppe in diesem Ilftome. 

Man kann sich die Aufgabe stellen, alle projektiven Gni|p6D 
des Bji m ennitteln, welche die Grnppe (2) als Untergmppe 
enthalten. Die analoge Frage im Gehiet der binBren algebiaisclNB 
Fonnen habe ich in einer froheren Arbeit erledigt^) Die dort 
benntste Methode lft0t sich im wesentlidien auch hier anwendn, 
nnd es ist leldit sn erkennen, wie sie in dem allgemeineB Fdle 
zn handhaben sein wird, wo man von einer algebiaisehen Fohd 
mit irgend einer Anzahl von Veränderlichen ausgeht. 

I. Einftthrnng geeigneter Clewlekte. 
Es wird sich als zweckmäßig erweisen, jedem x^^^t ^ 
Qewicht ^ + *t nnd dem Symbol jp« + oi = 5—^^ — das Qewkfct 

— + e») beizulegen. Alb Gewicht von «^' + «T',j)p + o. giH ^ 
Summe der Gewichte der beiden Faktoren, d* h. die komplexe 
Zahl (fi' — ^) + (0' — ^y*- Bei einer üdbarm infinitesunaloi 
Transfoimation haben alle Glieder das gleiche Gewicht^ nnd wena 
man mit swei solchen Transformationen den Klanuneransdraek 
bildet, so addieren sich ihre Gewichte. 

^ sei eine projektive Grnppe des Bjf^ in weldier die 
Gruppe (2) als üntergmppe steckt, nnd S sei dne nicht iaolMie 
infinitesimale Transformation von ®. 3E zerlegt sich dann in 
isobare Summanden von vcrschicdouem Gewicht^): 

Kombiniert man 3S wiedeibolt mit der in (2) Torkommendea in* 
finitesimalen Transformation 

80 findet man 

(« + »»,«)-(«, + MX^^f,t + («4 + fl,i)JE..+A. + • • - , 

(«+<«B,(SS+<SB,3E)) = («. + ß, ,)^i„, + («,+/3,i)'Sa.+ft.- + ••• 
u. s. f. Daraus folgt dann wegen der Verschiedenheit der 

1) IHeee Berichte, 1902. S. 371—392. 

2) Die ladices sollen die Gewiohte aoaeigeo. Nach dieeem 
Frinaip haben wir oben die eeohs ersten inflniteeimalen T^ansfoneattoiMn 
von (2) beeeichnet. 
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nlbftSiidig in TorkommeiL Wir kSnnen jua daher »vf die 
Betcaditiiiig der iaoberen infinitesiznileii TranBfonnatioiien Ton (B 
beMlirlakenu Jede solehe hai ein bestiBUBtes Gewicht a -\- ßi^ 
welehes wir uns dnreh den Punkt mit den reehtwinkligeli Ko- 
ordinaten «, |3 in einer Ebene versinnlicht denken. Bezeichnen 
wir alle ruiikte mil gaiizzahligon Koordmateu ah Gitterpunkte, 
SO werden also die in vorkommenden Gewichte durch eine 
Anzahl von Gitterpuuklen repräsentiert, die wir kurz die GiUef' 
punkte Gruppe @) nennen werden. 

n. KinMcliließang der iiitterpa&kte von ® in ein Sechseck. 
In der Gmppe (2) kommen nur die sieben Gewichte 

0, -1, 1, i, -t, 1-f 

vor. Die zugehörigen Gitteqiunkte 
bilden die Ecken und den Mittel- 
j^OIikt eines St^'L'hsecks. 

Wenn man dieses Sechseck 
vom Mittelpunkt aus im Yer- 
h&ltoifl 1 : m vergrOfiert (m eine 
positive gan7e Zahl), so entsteht 
ein Sechseck Jeder Gitter- 
pmkt der Ebene, der TOm An- 
fiagspuiikt Tencbieden ist» Hegt, 
wie der Anblick der Fignr zeigt, anf der Peripherie eines nad 
nur eines Seehsecks ans der Beüie 

(3) 6», @„ @8,..- 

Dis gilt insbesondere von den Gitterponkten der Gruppe ®, und 
ei iM. unter den Seobseeken^ anf deren Peripherie ein Gitter* 
penkt Ton (9 eiistiert, ein größtes^ geben. Das Sechseck @| 
«nthftlt also anf seiner Peripherie mindestens einen Gitterpnnkt 
w 0, wUmnd dies von ^^^i nicht mehr gilt. Offenbar ist 

m. Usfeniug vei ^ iireh Yertaisehng der x. 

Die Gruppe (2) bleibt bei gewissen Vertauschungen der x 
Mgeändert, was unmittelbar daraus folgt, daß , x.21 beliebig 
permutiert werden dürfen, ohne il;iß die Gnippe (i) sich ändert. 
Kecimen wir die identische Substitution mit, so haben wir 
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(4) 



(5) 1"-^^*' 



folgende sedu Snbstitqtioiieiiv welolie die Gruppe (z) imgelnM 
laaeen^): 

/ e + \ / p + \ / ? + \ 

V 9 + »i / V « + »» / U — » — • + «»/ 

,\« — • — \« + (n — ^ — ff)iy \«4-(» — ^ — 

Wendet num auf eine iflobere infiniteirimiJe TransfoimitioD 
yom Gewieht a + ^ 0 diese Snbstitationen an« so entBkehn 
sed» infiniteeiinale TramtfoxmAtionen mit folgenden Oewlditen: 

Die BilJpunkte dieser Gewichte liegen, wie man leicht er- 
kennt, alle auf d(>r Peripherie eines einzigen Secks* i ks aus 
d^r Reihe (3), und zwar so, daß von zwei benachbarten Seifpu^l 
wenigstens eine einen von den betrachteten Ptuikten enthält 
Dies gilt inabesondere von den beiden Seiten, die in der £cke 
(m, 0) snsanunenstoßen. 

Ans den obigen Bemerkungen können wir folgendes schliefieo: 
Wendet man auf (B «ine von den Substitutionen (4) an, so be- 
walirt <9 die Eigensebafti» die Grnppe (2) als Untergmppe in 
entlialten, ancb bleibt die oben dänicorte Zabl k ongetaidert 
Wir können es anfierdem immer so einrichten, daß das Sechseek 
anf den beiden in der Ecke (ä;, 0) znaanimenstoBenden Seiten 
einen Gittei-punkt Yon entbBli 

Qesebt nnn, (ä, 0) wäre kein Gitterj^nrnkt von (3. Dann 
wählen wir unter den Gitterpunkt«n von 0), die sich auf den 
anstoBenden Seiten von befinden, einen, der möglichst nahe 
an (Ä, 0) liegt. ^ =yc^,^,x„^^^^^^„^^p^^^t sei eine inüiutesimale 
Transfonnation von Ü), deren Gewicht durch diesen Gitterpunkt 
repräsentiert wird. Die Gewichte der drei infinitesimalen Trans- 
formationen 

(«.«). («.«). («._,«) 

I) Der Sinn dieser Symbole ist der, daß jedes x , . durch das 
X, dessen Index unt^r q 0 1 ^tebl, ersetzt werden soll. In den j) 
▼oUdeht sich jedesmal die entBi.recbende Substitution. 

a) Zu einer Seite rechnen wir immer die aie begreMCnden 
Beken mit 



üigiiized by Google 



Übkb pkojkktitx TftAHBroBMXTioKsoKcrrKii. 101 



liiid 

and werden durch Gitterpunkt« dargestellt, die entweder außei> 
halb von liegen oder auf den beiden von (k, 0) ausgehenden 
Seiten, dann aber näher an (ife, 0) als der Punkt (er, ß). Beides 
igt anageacfaloasen, und man hat daher 

Daraus folgt aber, wie eine einfache Beehnang iflsgt, daft X 
identiBdi Tersehwindei Wir dHrÜNi also sehUefien, daß (k, 0) 
seihst m den Gitteipnnkten von gehört 

I\ . Die iofiniteümale Traust aruatittn vuni Gewicht k. 

Wir ktanen nach dem Obigen annehmen, daft in <K das 
Gewicht k Tertreten ist 

m eine infinitesimale Transfonnation von ^ mit diesem Qewicht. 
Dtan mnB 

(6) (S,S«)-0, iS,W)~0, (3E..,W. = 0 

sein; denn die Gewidite dieser infinitesimalon Transformationen 
weiden dnrch Punkte reprSsentiert, die anAexhalb des Secksecks 
6| liegen nnd daher nnmttglieh Gitterponkte TOn sein können, 
Aaa (6) eigibt sich aber (abgesehen yon einem konstanten FUior} 



^ ist also in nur diese eine infinitesimale Trausibrmatiott 
Tom Qewicht k Torhanden. 



T. JErleilguig des Falles k^\. 

Für = 1 fallen die Gitterpunkte von mit dunen der 
Gruppe (2) zusammen. w9?? reduziert sich auf It^ und nach dem 
Obigen gibt es in keine andere infinitesimale Transfonnation 
Tom Gewicht 1. Wenn überhaupt irgend einem Gitterimnkt, 
der vom Anfangspunkt verschieden ist, zwei inünitesimale Trans- 
formationen von entsprachen, so brauchte man nnr eine passende 
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Siil)Btitiiti<m (4) anEttwendea^), um eine neue Grappe zu eirlialla 
mit swei InfinitenmaleB TraaifonnatloiiMi vom Qewioht 1. Du 
ist aber mimOi^eh, weil fllr dieie neue Gruppe, in der dii 

Gruppe (2) als Untergruppe steckt, immer noch k^l wira. 
Es gibt also in (0 nur Tom Gewfclit 0 mehr als eine infinitesiinil« 

Transformation. Ist ^ Of,^ a •\- n i 4- a , solche, so mib?«en 

alle 3E in der Gmppe (2) isobar bleiben, weua mau die Be- 
legung (o) einführt, d. h. jedem x^^ai Gewicht a^,^„ und 
jedem p^^ai das Gewicht — o^o beilegt.^) Daraus folgt aber 
leicht^ dall ^^-^vt P^-^mi iioh linear ans IB, SS a- 
sammensetii 

YHr erkennen also, dafi im Falle Jt « 1 die Grappe 9 mX 
(2) rosamtnenflllt, und weiden daher im folgandsn imner ib > 1 
Toranssetsen. 

VI. Ermittelnng des Werten k im Falle A; > 1. 
Wir schreiben die infinitesimalen Transformationen 

(7) aJi, i^, S8, tt 

in folgender Weise 

a»-3f-f x_i = x_i + ..., Ei = -x, + . 



C) 

sein soll. Die durch Punkte angedeuteten Glieder enthalten kein 
x und auch kciu p mit reellem Index. Die infinit^sin a 1. 
Transformationen (8) mögen die Verkürzungen von (7) heiikii. 
Offenbar ist dann die Verkürzung des Klammeratisdnicks von 
zwei iniiuitesimah'ii Transformationen (7) gleich dem Kiammer- 
auädi'uck ihrer Verkürzungen. 

1) Den Substitutionen (4) eutapricht, wie aus (;) hervoigeht| eine 
transitive Gruppe von Vertauschungen der Kcken von (3, 

2) Vgl. die Auöfühniugeü auf 8. 372 in meiner oben dtierten 
Arbeit. 
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W0DM. man nun durch fortgesetzte Anwendung der Klammer- 
Operation ans den infinitesimalen Transformationen (7) neue her- 
Intet, M gelangt man Mbliedlioh zu einer Gruppe, die in @ eni- 
baltenist Dia Yerkflrgongen ihrar infimteamalep Tranafittmationen 
luUfln ebenfiüla eine Gruppe, dia wir mit & haaaichiian wollen. 
Q «gibt sieh auch, wenn man von den infinitesimalen Trans- 
fimnationen (8) ausgeht nnd fortgssetat die Klairnneropsration 
anrflndet. Die Zahl k ist effenhar das Maximalgewicht» welches 
ii & Torkommt. Gerade mn diese Gruppe handelie es sich aber 
m oemer oben eitierten Arbeit^ nnd k hatte damals genau die- 
tdbe Bedeutong. Wir kdnnen nns also auf die Besultate jener 
Aibeit^) hier stOtieii und zunfichst folgendes bebaiqpten: 

Bei ungeradem n ui k gleich bei geradem n jedenfalls 
aidit kleiner als n — 1. 

Wenn n gerade und A; « n — 1 ist, so hat man 

Konblmert man diese infinitesimale Tiansfinmation (ii—'l)-mal 
sadMinandsr mit 3^.^, so kommt (abgesehen von einem nicht 
faichwindendsii Faktor) 

• »—1 

2 (- C) ^* - v# +2* ^> C 7 ') *'+'^'+' ■ 

t 0 

Sfltna wir 

so sind die Isobaren Summanden (von verschiedenem Gewicht), 
in die eine infinitesimale Transformation von & bei Einführung 
dtr Belegung (j/) eventuell zeifiült, selbst infinitesimale Trans- 
ÜBnnaticiien Ton (0. Nun ist 

i)ie Gewichte der einzelnen Glieder sind bei der Belegung {ß) 
der Beihe naeh folgende: 

Da Ä; = « — 1 angenommen wird und Ifc > 1 ist, so hat 
ma n > 2 , und das erste Glied hat also ein anderes Gewicht 

I) Siehe a. a. 0. S. 376 f. 
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als diA beidüi l«tet«n, d. h. «»«iPi kommt telbsttndig in • 
Tor. Durah Kombuistion tou fl^^.iJ»! mit X| ecgibi siob abir 
- 1+ ~ **^« - 1 i'o infinitcsiiimle TnuuformatioD Ton 

Oeiwickt n^l kiim ftber nmnOgfich in 01 neben 991 TerfcommeD, 
da es in (i, wie wir wissen, anfier 91 keine infiiiitemmale Tius^ 
formation vom Gewicht k gibt. 

Es folgt hieraus, daß unter alleu Umständen k = n sein muß. 

¥11. BestiiBaiuii; der Qmppe 
Wir dflifen jetst 991 «- xj^^ setsen. Eombimeren wir 

mit 3E.j, so kommt 

(9) -f^n^lPi-^^mPl+i- 

Wenn wir ferner M^mal nacbeinmder 9R mit 36.^ kombinierai, 
so ergibt sich 

0 

Setien wir (— l)^ und g^^f„ «• 0 flr v > 0, so hiben 

bei der Hcleguntr (p) <?ie beiden Glieder der infinitesimalen Tran<5- 
fomiati'^n f ^ nii^'leirhe (lewicbte. In @ kommt also die in- 
linitesimaie Transformatiun •c„PlJ^.i selbständig vor. Kombiniert 
man sie mit so ergibt sich x^p^, und wir können also anch 
behaupten, daß in ^ die infinitesimale Transformatioa x^^tP^ 
Torkommt. 

Wenn man x^p^ fortgesetzt mit 3S_i kombiniert, so hat das 
dieselbe Wirkung, als wenn man »^^p^ mit X_| kombiniert 
Man kann also scUieften, dafi in 0 die infinitesimalen Tmt 
formationen 

(»o) (-2^-11 aWi'e)» (-^^-.iC-Xwit ««A», .... 

enthalten sind. Daraus folgt aber, wie aus meiner mehriiMli 
dtierten Arbeit^) zu entnehmen ist, bei gefudem n sofort, dafl 
in (8 alle infinitesimalen Thmsfoimationen 

I) Vgl. S. 378 ff. 
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fQAtmtmoL Das aber aucih^ wenn n nngerade ist, weil 
außer den infiniteaunalep l^ranafonnationen (lo) noch x^_iPq 
enthalt. ^) 

Däiaa-^, daß die infinitesimalen Transformationen (ii) zu 
@ gehören, loigt nim Uncht, daß diese Gruppe mit der allgemeinen 
projektiven des Bx /usamm- nHillt. Kombiniert man n&mlich 
x^'Pf (» — ^)-nial nacheinander mit di^^^ so findet man 

und kann daraus schlie^n, daß alle infinitesimalen Trans- 
fonnatioiitti 

enthält. KomlnBiert man x^'p^^ai — p^)'™^ nacheinander 
aü 3E|y 60 fibeneugt man sidi, daß in <9 die infinitesiiiialen 
Traasfonnatioiieii 

TOiliaiideii sind. enthlLt also aUe infinitesinialeD TransformationeD 

d. h. 0( ist ndt der allgemeinen projektieren Chruppe des i^iv 
identisch, und wir finden also folgendes Resultat: 

Du' Gruppe {2) skckt in keiner größeren Untergruppe der 
aiigtmeinm prirjekiwm Gruppe des Hjf, 

1) Vgl. die Bemerkungen auf S. 382 f. meiner früheren Arbeit. 



I>ruckrflflig erklärt 6. VI. 1003.) 
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BITZUÜ^G VOM 4. MAI I90a. 
GeschBftUofaes: 

Eiledxgang eingeganganor Zuichrilten lowie dei Twuehn/Mun. 

Zur KartettreraamTnlnng in MttiMlieii ($. und 6. Joni) wird Heer 
Wm» tli Deleiiicrtar eninndt 

Die von der Itojel Sodelgr tiibeEmxiite Sitmag dei Komiteei der 
tetemelioiielen eikecienifiifthen AHOoiation soll am 4. Juni in Iiondon 
stattfinden. Daran soll tich eine kiMuAitoieNndA Sitnmg der von der 
K. S. Greflellsch. d. WiiMnsch. beantragten Komminum sur Förderang 
der Gehimforscbiing anschließen. Zar Komiteedtrong wird der KUwaen- 
sekretär delegiert, außerdem wird HerrFucnn« gebeten, an der Sitamag 
der Gehimkommission teilzunehmen. 

Der Vorschlag der Royal Society, prinzipiell Bamtliche Fragen der 
Association zuzuweisen, bei denen eine Unterstützung verschifnlenor 
Staaten in Frage kommt, wird von der Klasse als za weit gehend 
abgelehnt. 

Vorträge lialten: 

Hesr A. Mavsb, Mitteiloag einer Notiz des Herrn J. Thomak: „Über 
orthogonale Invarianten und Eovarianten bei Karra dritter Ordnung 

mit anendlich fernem Doppelpunkte*\ 
Herr A. Matkr: „Über den Rii.HKHTSoVien Unabhüngiglceitasatz in der 

Theorie den Maximums und J-Iitiiinums der einfachen Integrale". 
Herr P. Flkchsiu. „Neue Mitteilungen äber die Maikentwickeiung im 

menschlichen Oohim". 
Herr C Xruma.nn teilt eine Notiz mit von Herrn H. Likbmakn: „über die 

Zeatxaibewegttng in der.nichttiukiidischeu Geometrie". 



im. 
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Ober ortliogonale Inyarianteii nnd KoYftrianteji 
bei Knrren dritter Ordnug 
mit oneiidiicli fernem Doppelpaakte. 

Von 
J. Tbomab. 

In d«n Beriohtoi te Königl GUtolis. CMlaehaft der Wmm- 
selialtoa Yoa 1899 hftbe ieb die orihogomkn Inwiiattn Ut 
Kumn dritter Ordnung in Untemiclrang gezogen. Danuf bift 
Herr A. GuBiinm in seiner Dissertation (Jena 1902) auf meiiie 

Verauiaöäuug diese Untersuchung in dem speziellen Talle fort- 
gesetzt, in dem die Kurve einen unendlich fernen Doppelpunkt 
hat. Es ist ihm gelungen eine größere Reihe metrischer Eigen- 
srhaften dieser Kurven ausfindig zu machen, und dieselben in 
orthogonalen Invarianten auszudrücken. Herr Greiner hat di? 
Eigenflohaft der Kurve, einen unendlich fernen Doppelpunkt zu 
haben, in der Kurvengleichung nicht unmittelbar zum Ausdruck 
gebracht, sondern die Koeffizienten allgemein gelassen. Dadnrcb 
Bind mandie seiner Formen bedingte Inwianten. Bringt bub 
aber die beengte Bedingung wfiui in, den Koeffizienten wm 
Anadmok^ 10 ergeben noh gans eiiiebUohe Vereinfnolningeiif vd 
es gelingt namentlioh die Knrrengleichung so dunuteUen« dal 
alle ibre Koeffinenten rationale orthogonale InvariaBten eind, & 
ein ToUetSndiges System bilden, durch die alle ovtfaogODibi 
Inyarianten, insbesondere auch die allgemeinen, also auch ortho- 
gonalen Invarianten iS und T rational darzustellen sind. Auch lafit 
sich die Kurvengleichung durch gerade ortliogonale Kovariant^n 
ausdrücken. Auf eine Fülle von metrischen Eigenschaften wird 
man so geführt, selbst wenn man sich auf die einfachattn be- 
schränkt. Von besonderem Interesse sind die zahlreichen geradt^' 
Kovarianten, zu denen z. B. der Ort, der Punkt gehört, deren 
zugehörige Tangentenquadrupel das singulftre DoppelverhftltDis 
+ iyd) bat» diese Gerade iet eine allgemeine Kovanante ^ 
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Kurven dritter Ordnnng mit Doppelpunki. Der Ort der Punkte, 
in denen das Doppel Verhältnis das harmonische ist, ist eine 
kofvariaiite Karre dritter Ordnung. — Alles dies Iftfit eine Fort' 
wtenng 4er GuninMoiien Arbeit geie<^tfertig^ ersehenen. 

Meine eigene Axiieit vom Jahre 1899 will ich mit (Abh. 
pag. . die des HerrE QmwwiB mit (Gr. pag. . .) citieren. 

% I. Bezeichnuigen* 

Die allgemeine Kiunre dritter Ordnnng werde, wie in meiner 
Ahhaadhmg Ton 1899 in der Form gegeben gedaeht 

fai^. y) - y) + y) + '6r^(x, y) + - o, 

Diese Kurve hat in der Bichttu^, die nm den Winkel A'-\n 
von der «-Aehse ahweieht einen Doppelpunkt, wenn 

tlX-^, y) =■ («80^«^ + ^iV) (-^ cos -4 + 2/ Hill A)\ 
ist, waä hier vürausgesetzi wird. £b ist dann 

«II fl^ cos' cos il sin ^ + ^a^i cos' 

Ou = g sin* ^ + Ioqj cos sin Aj t*os ^ ^^'^^ 
%agg — i^fOii — KOf» sin 4 ^ cos A)' ooe il sin 
% 0^ cos ^, Ofg sin ^ 2a,t = (^0 sin + o^f cos A 

Die Disfariminante D der Form fa(x^ tf) diesem Falle 

XuU, und (^4-^3 ist eine orthogonale Invariante, deren Ver- 
Mhwinden bedeutet, daß die Kiunre durch einen absoluten Punkt 
gehe, was Ar reelle n nioht möglich ist Die Bezeichnungen 
ftr oiihogonale Invarianten, die in meiner Abhandlung von 1899 
tbgeUHhrt sind, behalte ich hier hei, werde sie jedoch von neuem 
erUiren. Die allgemetne Ktufve ging (Abh. pag. 324) durch 
ehien absoluten Punkt, wenn 

vwsdiwindet. Dies stimmt, wie man sich durdi Einsetzen der 
S fOr die a überzeugt, mit der Bedingung a^^o^ + Oo^iOq, = 0 
fiberein. 

8* 
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Die QrthogoiuUe ln?an«ate (Abh. pag. 323) 

gewuiTit durch EinseUen der a die Form (0^ cos ^ + o«i sin /i/ 
uud es iflt demnach 

« Oio 008 + sin ^ ^ 

eine orthogonale Invariante der Doppelpiuiktskurve /a\^-Ct^) = 0, 
wovon man sich noch leicht direkt fiberzengt. 

Die Asymptoten im Doppelpunkte mögen als erste und 
zweite, die vveiterf» als dritte gezählt werden. Das VerschwmdeD 
der linearen orthogonalen Invariante 0[ bedeutet, d&ß die dhtte 
Asymptote auf den beiden ersten senkrecht steht. 

Ferner ist (Abh. pftg. 324) 

eine orthogonale Invariante. Substituiert man die a, so folgt 

90t ~ ~ sin — % 008 

und es ist demnach 



Oj — — Ogosin A-f o^oosil—]/— — 3<^ 

eine zweite lineare orthogonale IsTinante der Eure /«»O, 
dem Tersdiwinden besagt , daB Yon den beiden paraUdaB 

Asjrmptoten eine die uneigentliche Gerade, und eine dritte Asymp- 
tote nicht vorhanden ist. Wir notieren noch die Formel 

a^a^ — OuOit »~|(^cosAsinA«2(^oosJ.8in^ 
Setat man in der AsymptolendreieeksinyariaBfte (Abh. pag. 332) 

0. — - artO^On 

Ogj ttjg 

die a ein, so findet man 

0,-0, 

obschon das Asjmptotendreieck unendlich groß ist 
Machen wir die Substitation 

»' X i>f» A y sin A, p^^xmÄ-^ffCMÄ^ 

a; — cos il — sin ^ y = sin A -j- ^ cos ^, 

80 geht Aber in 
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«i — 0,1=' ^11 5 "ii ^ " C), = 0^ cos ^ + 0^ sin ^ 

•it " ^'lo cos ^ 4- «Ol sin a^^ ^ a^^ ain Ä -\- OM A 
ai In dieser Form ist 

0 0 0 

and das Verschwinden dieser orthogonalen Invariante tritt einfach 

m Evidenz. 

Eine dritte Form geben wir der Kurvengleichong /*« 0 
durch die Substitution z = -\- p\ y " + t\ p' und g' ao 
dnrichtend, daß die Glieder zweiter Ordnung aus der Kiir?0n- 
gleichiuig heransfiaUen. Dann muß man (Abb. pag. 332) 

«WP' + %i4' + <Ho - 0, Ojjp' + a„g' 4- Ol, - 0, 

wtaen, was mOglkh ift, weil Og ▼enehwindet. Die Knrrengleiefaimg 
gewiimt daduidi die Form, wenn man x y dupidi «ry eveotstf 



wo 



11 ^ti 



ilt 

Endlich pcben wir der Gleichung der Kurve eine vierte 
Form, indem wir die beiden Bubstitationen verbinden, nämlich 

-»"coa^ + f "«n il, y'" - - rin a + y" CMil 

setseo. Dadurch erhalten wir mit Unterdrückung der dreifachen 
Aecente 

Die GrOflen p'q' mOgen doieli diese Bnbstiiaiioii bes. in p nnd 9 
tfieigelien, ne werden durch die Oleichungen bestimmt 
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aus deoea sieb er^bt 

§ 2. 1a der Fora fj^sty) Bind «<äDitlictie KtteflUienteH »rtke^MAle 

InvariaateB. 

DaB 

«^so %o <^<>8 + "08 sin i4 0,' , c,, = J Ojo sin ^ -f a^, cos -4) — J O, 

orthogonale Invarianten sind, fanden wir scbon. Der unendlich 
ferne Boppelpunkt der Knrre ~ 0 liegt auf dar j^Aehae, «nd 
der Koordinatenaiifiuig hat die Eigenichaft, da0 eeine eante 
Polare in die unendlich ferne Gerade und die Gerade 

Mrf&Ui Aus diesem Grunde hat Herr GnsiNEn (Gr. pag. 12) 
diesen Punkt nicht unpassend Geradenpol genannt. Da jedoch die 
erste Polare wegen ihres uneigentUchen Teiles durch die ahsoloften 
Punkte geht, und um in Dhereinstimmung mit meiner ersten 
Abhandlung so bleiben, will ich den Punkt Kreispol nennen. 
Seine zweite Polare ist der ersten paraUel und hat die Gleidtmig 

Diese beiden Geraden, die erste und die sweite Polare des Kreispoles, 
sind orthogonale Kovarianten der Kurve /««*0 und der Punkt X'^p^ 

^ in Beiug auf die Kurve — 0, oder der Koordinaten- 
anfang für 0 ist ein orthogonal-koyarianter Pnnkt der Kurve. 

Bas Quadrat der Entfernung des Kreispoles von der aweiten 
Polare cj^ : (c^i + c^q) ^ orthogonale Invaaaate. Der 
Nenner ist abw als orthogonale Invariante einer Kovariante fttr 
sidb orthogonal'invariant, mithin ist anoh eine orthogonale 
Invariante. Die Größen Cjq, sind bez. dem Sinus und 
Cosinus des vom Koordinatensystem unabbiingigen Winkels der 
zweiten Polare des Kreispoles mit den beiden ersten Asymptoten 
proportional, sie sind orthogonale Invarianten. Auch die Gerade 
«/ 0, die auf d^n l)eiden ersten Asymptoten senkrecht steht, 
und durch den Kreispol geht, ist eine orthogonale Kovariante. 
Nun ist ' n X ' /.^ ' ' ' ' \ 
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£5 ist demnach 

eine orthogonale iBwiante zweiter IHmendoii. Ebenso ist 

eine orthogonale invariante dritter Dimension, die mit 0^ be- 
Mifilinofc werden mag. Ist » so hat die Knrre einen Mittel- 
pankt, worans die Invarianteneigensohaft nochmals folgi Wir 
drttolDBn die Invariante dnroh die a' ans 

Dies ist eine Invariante vierter Dimension, die mit 0^ bezeichnet 
werden mag. 

i 3. 2asaueasteUug der orihogeialea tiraadinvarianttn. 

Da die Koeffizienten der Kurve (x, ^) *-» 0 shntlich orthogonale 
Invarianten sind, so lassen sieh alle noch voriiandenen orthogonalen 
Invarianten dnroh diese Anf darstellen, die demnadi ein voll- 
ständiges System bilden und deshalb Grnndinvarianten genannt 
werden können. £ä sind die Formen 

0|»»(i|oBinii + ^oos<A, 

Oj['= \ (a^sin Ä-\-a^^co8 Äf — 1(— a,<> sin ul + 0^ cos a^^ sin A-\-a^eKMÄ) 
Oi — — J(onj OOS A -f % sin JL) 

+ s (- °«o 8'° ^ + ao,co8il)|(d,0COSiH- 8in-Ä)(— fljjosin J + ti^wgÄ) 

— j(— 0^ sin ^ -f 0« OOS Äf 008 -4 + 0^ sin ^) 

O^-« |(— a,0sinil+Oo,co8it)'(oj(,co8il+ ao, sin-4)(— tt|orinil + dj,oosA) 

— (— %sinil + ao|Oos Äf (Oig OOS ^ + sui ~ i^^i ^1 
+ 30j ft„ sin -f cos ^) (oio cos + % 

+ 30, (fl^ OOS ^ 4- 0^ sin Ä) (— Oj^ sin ii + a,^ cos ^)) 

— i(~ iin Oqi oos^)(— ii|o»BA+%oo8ilX<ito^'^+ Oj,sinul)0i. 
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Die orthogonalen Invarianten 0, =» — ^0^0,, Q^^0^0[ 
sind im Grunde entbehrlich, kdnnea aber am so mehr als will- 
kommene Abkümmgwi beibehalten werden, als sie Beziehung m 
den allgememen Kurven dritter Ordnimg haben, in denen sie 
orthogonale Invarianten niedrigster Dimennon sind« weil die 
lineaxen Formen Oj, 0^ dort fehlen. 

In der Oleicbnng 0 sind also alle Koeffiwenten euiSsch 
rationale. Funktionen der orthogonalen Grandinvarianten. Die 
Fonnen , c^q, enfhalien swar einen Nenner und sind des- 
halb nicht 80 einädi als die GrondinTarianten. Gleichwolil wird 
es sieh empfehlen, wegen ihrer SteUnng in der Kmrengleiehnng 
alle weiteren Inwiantm nicht in den 0, sondern in den e ans^ 
sndrttcken. Die gewonnenen Ansdrftcke können ja sofort durch 
die Beiiehnngen 

in Fonktionen der 0 omgesetst werden, 

1 4. DifslilliBg der lavariaatsi BwmiT iwnSk erthegenale Ii variaatea. 

Setzea wir die c in die biquadratische Irvai iant« 6' der all- 
gemeinen Kurven dritter Ordnung ein, «erhalten wir 

Bs ist also 8 ein ▼ollstifandigee Qnadzai Ihr Tersdiwinden be- 
deutet, daB die zweite Polare des Kreispoles den beiden ersten 
Asymptoten paraUel ist, wenn der Faktor % vetschwindei Der 
Faktor <^ darf nicht als yerschwindead angenommen werden, 
weil in diesem Falle die Reduktion der Kui^ cngleichung auf den 
Kreispol als Koordinatonanfang nicht möglich ist. S : (cj^ 4- <^o) 
ist das Quadrat des Sinus des Neigungswinkels dieser Polare 
gegen die parallelen Asymptoten. 

Setzt mau die c in die bikubiscbe Invariante J ein, so 
erhttlt man 

Ist 0| gleich Noll, so daß die Kmre nicht in die Form fg'= 0 
gebracht werden kann, so l&fit sie sich in die Form » 0 des 
§ I bringen, und es ist dann o^^ 0. Die InTariante 8 reduziert 
sich dann aaf den Ansdrook 



Digitized by Google 



ÜlSE ORTHOOOX. IxVA&LAirm U. KoVAAiAKTKN BKI KuHVKN I>R. UrO». 115 

Ihr Verschwinden bedeutet eine Spitze, deren Tangente die un- 
eigentliche Gerade iät 

§ 5. tienuUimge orthuguDale KovarianteB und •rfthegonal 

kovarlAote Funkte. 

Die parallelen Asymptoten haben die Gleichungen 

sie fallen zo«?amraen, wenn Og ' = 0 ist, wenn nicht zugleich Cjj 
gleich Null ist. Sind c^^ und c^^ gleichzeitig Null, so zerAUlt 
die Kurve in drei parallele gerade Linien. 

Wird die Kurvengleichung in der Form 0 gegeben, so 
kann natürlich c^^ gleich Null sein, und es ist dann die un- 
eigentliche Gerade Asymptote. Wir wollen aber den singQliren 
Fall 0| 0 im folgenden ausschließen. 

Die parallelen Asymptoten bilden ein orthogonal kovariantes 
GeridBnpw, einzeln genommen enthalten die Gleichmigen eine 
inationale €hf<OBe, flire ICtte aber ist eine rationale orthogonal 
kowiante Gerade, die ftbrigens noch eine besondere nachher an. 
erOrteimde Bedeutung hat Ebenso ist die dritte Atfymptote 

eine orthogonale KoYamnte, Weiter sind die Geraden 

als endlidmr Bestandteil der ersten Polare des Exeispoles, und 
die Gerade 

die zweite Polare des Kreispoles orthogonale Kovarianten. 

Ebenso die Gerade duich den Kreispol, die auf der dritten 
AiBtymptote senkrecht steht. 

Die «er Geraden sc — 0, 3<^« — c^y = 0, ^ = 0, c^x + 8«^, jf — 0, 
bilden einen hamonisohenBlMial, woians ebenfiaUs die Invarianten' 

eigenschaft der aufgesteOten Geraden folgt 

Es gibt Punkte der Kmre, deren Koordinaten rationale 

Funktionen der Koefficienten der Kurvengleichung sind. Sie sind 
orthogonal kovariaute Punkte. Z. B. der Punkt 
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Seine Tangente hat die Gleichung 

sie ist ein« orthogonale Kovanante. Wir wollen ^en Punkt den 
parabelhaltcnden Kurvenpunkt nennen. Die uneigenUiche (lex ade, 
die Tanpf^nte im parabelhaUeij(iHLi l'uukto, die zweite und die 
eiste Polare des Kreispoles bilden einen harmonischen Büschel. 

Ein andrer rationaler Punkt der Kurve wird durch den 
Sehllitt der beiden arthogoniton kofwiMiteii Geraden 

gefimden. Seine Koordiasten nnd 

Der dritte anendlich lerne Punkt und der pmbeOuütende 
Knirenpunki sind in ILic LAimm Sinne konreipondierende Punkte^ 

Die Tangente im letxtgefiindenen Punkte ist eine orthogonnb 
Koraxiaate^ Schnittpunkt mit dor Knrfe ein koTamnter Ponkt 
Dnreh fortgesetstee Tangententiehen gelangt man zu anendliiih 
vielen kovarianten Punkten und Geraden. 

Die Kurve /]. -= 0 ist durch drei o rthogonal kovariante 
Oerade dargestellt. Denn es ist f. das Prodakt ans der dritten 
Asymptote in das Quadrat der parabel haltenden Gerudcn. der 
Mitte der parallelon Asyimptoten , venxundert um die Tangeote 
des parabelhaltenden Km'venpuDktcs. 

Ein Punkt, in dem die beiden durch ihn gehenden Geraden, 
auf denen die Summe der Strecken bU zu den Kurveneohnittpunkten 
Null ist, senkrecht aufeinandentahen, wurde (Abb. pag. 338) von 
mir ein orthiaoher Pnnkt genannt Der Kreiqpoi gehfirt nnt ftri ieh 
an dieaen Punkten. Sie füllen eine Gerade aus, fiHr dia bei der 
allgemeinen Kurve die Gleichung geAinden wurde 

Für die Kurve fc^O wurd die Gleichung der oithiacheii Genden, 
die eine orthogonale Kovariante iat 

Harmonisch getrennt von dieser Geraden und den Geraden a? — 0 
jf ^ 0 ist die orthogonal kovariante Gerade 

<ie«''<«y-0. 
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Sucht man Punkte« in denen die beiden Geraden zusaiumenf allen, 
auf denen die Abstandnoiiiiiie Ton dir Knnre HnU Ut, so muA 
die QleiohnBg 

mir flinMi Wert ftr 9 eigeben. Da$ gefchiebt fftr x ^ 0, imd 
der Ort dieaer Punkte ist die Ifitte der ptrallelen Aifymptoteii. 
Berr Gssdieb seigt (Gr. p. 1 7), daß die ente Polire jedes dieser 
Punkte eine Pmbel ist, wir kVnnen deshalb mit üun diese ortho- 
gonale Kovariante die parabelhaltende Gerade neimen. 

Die Schnittpunkte aller dieser kovarianten Geraden mit- 
einander sind orthogonal kovariinte Punkte, die mit den parallelen 
Asymptoten sind ortbogonal kovariante Pnnktpaaro. 

Danut smd di*^ orthotronal kovariant^'n Geraden keineswegs 
erschöpft Insbesondere führt die HsssBSdie Kovariante xa 
neuen Geraden dieser Art. 



§ 6. Die Hsssesehe Kevariaite. 

Die Gleicbang der UsssMohen Kurve ist 



l ^e» *ie*'l'^y"^<ipD 



%^(*<ie+jrO«*-<Vi<«^«^+<«(2<He<^-%<W)*-'<^i^ 

Die Kurve geht dnr( h den Kreispol und zweimal durch den 
Doppelpunkt der >rutterkurve, ihre dritte Asymptote ist die erste 
Polare des Kreispoles (Gr. p. 32). Es folgt, darauf der all- 
gemeinere Satz: Liegt man durch den Doppelpunkt einer Kurve 
dritter Ordnung eine Gerade, so gibt es auf ihrer HESSSSchen 
Karre einon Pankt, dessen erste Polare diese Gerade enth&lt. 
Der xweite Bestandteil dieser Polare ist die Tangente der Mutter- 
knnre im dritten Pa&kte, den die erste Gerade noch mit der 
Kurve g*""*"" hatk 

Die orthogonalen fimrisnten c^qCq^ gewinnen dadnrdi die 
Bedeutung, daß sie dem Cosinus bes. Sinus des Winkels der 
dritten Asymptote gegen die auf der paiabelhaltsndsn Geraden 
Ssnkredite proportional sind. Die dritte Asymptote dsr Hmoi- 
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admi Knnre akehi anf der dritt«n Ai^iiqptoto te IMMaurfe 
MkrMlit üäar ist Uur pttnllel, je nae h dam 

isi Die linken Seiten dieser GleidrangeiL sind orthogonale In- 
Tuiantan höherer Dimension. Hat die Kurve einen lüttelpankt» 
nnd ist die sweite Oleiehnng eiAUti so haben beide Kurven die* 
selbe dritte Asymptote. 
Selsen wir 

so iLana die Gleichimg der HEt^SK^chen Kurve geschrieben werden 

— CjiCojCoi {y -r h) + <^iioi' oo = 0- 

Die Kreiapole der Mutterfcurve und ihrer HnssBSchen liegen dem- 
nach auf einer Geraden, die für beide die pambelhaltende ist, 
und ihre Entfernung : % ist eine orÜiogonak Invariante. Hat 
die Mutterknrve einen Mittelpunkt, so hat ihre Hnssnsehe den- 
selben. Die Mitte swisohen beiden Kreispolen ist ein orthogonal 
koTsrianter Punkt 

Das Quadrat der Entfernung des Kreispoles von den parallelen 
Asymptoten der Hnssnechen Kurve ist 

^ fll ^01 ^ _ 

^tl ^01 

also fallen die parallelen Asymptoten der Mntterktirve und ihrer 
HisasMhen susammen, was natOrlieh nur als Beohoungsprobe 

M.fnena4tlMm igt. 

Ein orthogonal invariantes Geradentripel erhält man, wenn 
man jf aus ^ — 0 und f^^O aüminiert Es ist 

-ff - - i^i^ + %) - C|i%iCie«* 

Difkser Aus<1ni( k p'lfirh Null gesetzt liefert die drei Geraden, die 
<irr Doppelpunkt mit den drei Wendeptmkten bestimmt, sie bilden 
demnach ein kovariantes Tripel. 
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9 7. Dfo ]Mw0i4epiikMiiie. 

TKe HESSEScbc Kurve führt nun weiter zu einer kovanantoa 
Geraden, die die drei Wendepunkte der Kurve verbindet. Ist x 
eine Wurzel der Gleichung c^«^/]; + 8//= 0, die die Abflcisaen 
der Wendepmikte liefert, ao ist iiigehörige y 

Betzen wir mm die Glekshong der Draiwendeponktiliiiie in der 
Form ronm 

Ux-^ Fy+ 0, 

setzen dann für y den obigen Wert ein und schaflfen den Nenner 
fort, so erhalten wir den Ausdruck: 

der f&r dieselben Werte von x versciiwinden muß, als der Aus- 
druck c^c^f^-{- ^H, £b müssen demnach die Gleichungen bestehen 

worin m eine angenblieUicite Abktniuig fttr den Anadmok 

W ist nnmittelhar gegeben, ans der leferten GlMohung folgt 
— 4c^^(^. Gleichviel, ob man die eine oder die andere der 

übrig bleibenden Gleichungen benutzt, die Gleichungen sind eben 
nuteinander verträglicii , man erhält iür U den Wert 

und als Gleichung der Drci>s ( ndepunktslinie 

Hat die Kurve einen Mittelpunkt, ist Cqq = 0, so geht diese 
Linie durch ihn, er ist ja ein Wendepunkt. Der Fall c^i — 0 
ist singulSr, es ist dann im allgemtüuen — <X3. Ist aber Cqq 
endlich, so geht die Gleichung in x = 0 über, die Gerade ver- 
bindet die Spitze mit dem einen in diesem Falle nur vorhandenen 
Wendepunkt. Für €^1=' 0 liegt aber im allgemeinen der Kreis- 
pol nicht im Endlichen, der FaU ist deshalb singulär. 

Die artfaisehe Gerade der Hnssisohen KnrYe hat die Gleichung 

S<io* + <m (y + — 3cio^ + Cgiy 4- ^t» " ^• 
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Sie sehneidet neh mit te oitbiadimi Oenden d«r Mutterkunro 
c^x 4- — 0 im Punkte 

Die ortliiflolien Oezidon iUer Kiir?en dar Sdiar f^-^-lB^^O 
gehen duroh dieMn ortbogonal kovariftnteii Pankti der jMHMNrftM«r 

PuM heiBexi mag. 

Der panorthische Punkt und die Kreispole der Kurve und 
ihrer HsssEschcn bestimmen ein Dreieck, dessen doppelter Inh^i 
eine orthoguuale Invariante gleich 

iit 

Die orthische Gerada dar HmumoImii Kurve bestimmt auf 
de« Mim gefundenen orthogmiAl kowiaaten Geraden eine B^e 
Ton orthogonml koTtriaaten Punkten, derm PoUren oitbogonnl 
kewiiate GefaQde dnd. 

I 8. Ortktimal kifarinte Ke|;els«kittlB ni laati f«iaim 

^raia Uiiia. 

Der Polarkegelschnitt eiuee Punktes hat die Gleiohong 

t -h 24^«jf 4* «I«) + 1|(<^«* + *^ + 2<Sie« + 2«bi + % ^ 

Lassen wir auf den Kreispol der HKSSEscheu Kurve, oder auf 
dea paiiorthischen oder irgend einen orthogonal kovariHnteu Punkt 
fallen, so erhalten wir orthogonal kovariant« Kegelschnitte, und 
ihre Arhsen und AsYmptoten gf ben Veranlassung m orthogonalen 
Invarianten. Der i'oLirkegclschnitt des dritten iiwAndliAh fernen 
Punktes der Kurve hat die Gleichung 

(p»^ + 2%«jr + <^e) - e^icn^ + O 

£r ist eine Hyperbel, deren Mittelpunkt im Kreispol liegt Eine 
Asymptote geht durch den Doppelpunkt, die andere e^x 4* ^^3ß 
{&\\t mit der dritten Asymptote der Mutterkurve zusammen. Der 
Polarkegelschnitt des uneigentlichen Punktes der orthischen Ge- 
raden S8t eine gldokseitige Hyperbel und hat die Oleidinng 

2%Cfi*y =■ CjoCoi — Cn<^t- 

Die orthogonale Invariante (Cqq^^oi ^ "^lo^ * ^-ji^^i bedeutet das 
Quadrat ihrer üalbachse. Der Poiazkegeischnitt des aneadlioh 
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fernen Punktes der orthischen Geraden der Hssasschen Kurve ist 
ebenfalls eine ortliogoaaie Kovanante 

(^01 ^jo 3cjjCjg)x' 4" -^ii^bi'^i' ~ ^^0^01 » 
mid der Kegelaohnitt 

ist die erste Polare des unendlich fernen Punktes der Achse. 

Der Büschel von Kegelschnitten, die die Polftren aUar na- 
eigentücken Punkte sind, 

hat den Kreispol zum Mittelpunkt und die parabelbaltende Gerade 
als eine Asymptote aller seiner Indiiriduen, Die sweiten Asymp- 
toten aber bilden den Geraden-Büschel 

dessen Trii*rer der Kreispol ißt. Da die Kegelschnitte des Büschels 
eine gomrinsame Asymptote haben, so liegen nur zwei Roiner 
Grandpunkte im Endlichen. Sie bilden ein orthogonal kovariantes 
Panktiiaar, die Schnittpunkte des Kegelschnittes Sc^c^^xy + Cio^^t 
— ^ ^ Geradenpaares + = 0. Dire Ver- 

biadnngslinie, die wir sogleich finden werden, ist eine orthogonal 
konrianie Gerade. Die Determinaate des KegelsehnittbOschel« 
hat den Wert 

sie verschwindet für A — — ^^lo-^oi» ^- wenn der unendlich 
ferne Funkt der Polare des Kreispoles auf der HESSESchen Kurve 
liegt Für diesen Punkt zerfUUt der entsprechende Kegelschnitt 
des Bfischels in die Qeiade — 0 und die Gerade 

die durch den Kreispol geht und die Yerbindongslinie der Grund- 
pvnkte des Kegelschnittbüschels ist 

IHe Polarkegelschnitte der Geraden { 0 haben die Gleichung 

die Parabeln bedeutet. Deshalb wurde diese Gerade (Gr. pag. 1 7) 
parabellialtende Gerade genanni. Die Parabeln berOhren sich im 
ÜBsndlichsn nad haben aoeh awei Fankte anf der eriten Polare 
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des Krei5poles giiuem, die ein urtliogonal kovariaul-eä Pimkt.paa.r 
bilden. Liegt der Punkt liy auf der orthiscben Geraden, i?t also 
^Pgn '/^2i 0, so bilden die Polarkegelscknitte (Abb- pag. ^^o) 
den imearen Biischel gleichseitiger Hjjrperbeln 

80 daß also die ortbiscbe (Tcrade auch als eine erleicbseitige 
Hyperbeln haltende Gerade bezeichnet werden könnte. Die 
Mittelpiinkte dieses Büschels liegen auf einer orthogonal koTahaatea 
GmdMi, nämlich auf der Qemdeii 

die durch den Kreispol geht. Die vierte harmomfiche dieser 
Geraden, die von ihr durch die x- und Achse harmoniflcli ge- 
trennt ist, xciQ + jfc^ 0, ist natürlich auch eine orthogonal 
korariante Gerade, aber auch schon aus dem Grunde, weil sie 
den Polaren dee KreispolM paraUal. ist, und durdi den Kras- 
pol geht 

Die Gerade xe^ » ^c^o 0 ist kowiant, weil sie auf den 
Polaren dee Kreispoles senkrecht steht und durch den Kreispd 

gebt. Auch scCq^ -f ^c^^ = 0 ist orthogonal kovariant Die Polar- 
kegelschnitte der Geraden = 0 gehen alle durch den Doppel- 
punkt und einen festen unendlich fernen Punkt, dessen Bichtaiig 
orthogonal kovariant ist, und bilden den Büschel 

dessen übrige Gruudpunkte auf der Geraden 2fjQX -j- 2c^y 4" ^ 
ein orthogonales kovariantps Punktpaar Lildm 

Die Mittelpunkte liegen auf der orthogonal koTarianten 
Geraden 

Han kann ebenso noch die linearcn Kegelschnittbflseliel behandeln, 

die der dritten Asymptote von fc oder von H angehören. Sie 
liefern wieder orthügunai kovarmute (ie bilde. 

§ 9- Zweite Pelare. Feleeeaik* 
Die sweite Polare des Punktes {17 hat die Gleichung 

Ist |»soo&9, i}«-ssin^, und lißt man S ilber alle Gxeosea 
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wachs«, 10 «rbttt mui «1b sweite Polare des «noiidlkh fmon 
Punktes der Biahtaiig ^ die Gerade 

Vsriiert man 9, so erbilt msn einea Büsehel, der uns sehon im 
vorigen Paragrapheo begegnet ist, and somit eine neae Bedeatong 
gewinnt. 

Nimmt man ftr {ij die Pdnkte der orthisaiien Geraden, so 
itatnn sicth die sweiten Polavm nach Henrn GamMVi (Gr. pag. 54) 
anf den Kegelsehnüt 

Diese Hyperbel ist ein orthogonal koTarianter Kegelschnitt, sein 

Mittelpunkt ist ein ausgezeichneter Punkt. Seine Asjrmptoten sind 
kovariante Gerade, und zwar ist die eine die zweite i'olare des 
Kreispoles, die andre ist von der orthischen Geraden durch die 
Koordinateuachsen harmonisch getrennt. 

Die zweiter) Polaren der parabelhaitendeu Punkte 
haben die Gleichung 

und bilden nmeu Parailelstrahlenbüschel, dessen Individuen den 
Polaren des Kreispoles parallel sind. 

Die zweiten Polaren der orthogonal kovaxiaaten Geraden 4} » 0 
habea die Gleichnag 

dia sogehArige Polooonik hat die Gleichnng 

(«10« + «biy H- O(«c8o + y<^i) — 4e - 

dsna beide Aitjmptoten schon bekannte orthogonal kovariante 
Qenden sind. — Jede der gefundenen orthogonal kovarianten 
Geraden lietot dnich ihre Polooonik einea kovarianten Kegelschnitt 
Legt man dnrch den Pniikt iti eine Gerade fl( ^ t + ^eos^ 
f « 1} + 9m 9 imd setit diese Ausdrücke in fc ein^ so ist das, 
was mit 8s multipliziert ist 

oosy(c^t* + 2c^i4«i + <ie) + 8in9(<ii4* + %)• 

Es gibt demnach dorsh jeden Punkt eine Bichtung, in der die 
Sonune der reaipioken Abslinde von der Kurve Null ist Die 

beiden Punkte aber, in denen sich die parallelen Asymptoten mit 
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dem Kegelschnitte c,^|* + 2cji^i| + Cio = Oi oder wftB datteUN 
ist, mit der orthogonal kovamiitflii Gtradea 

(Cbo<1» - «11 «lo)* + «««w^ — 0 
schneiden, bilden ein orthogouai kovariantes PunJctpaar, das wir 
schon im vorigen }^ll■llglapheü fanden, so daß dies^ eine neue 
Dtjutung findet. lln>> zweite Polare ist di*' unendlich ferne Oeraif 
Läßt man ^7} die orthogonal kovariante Gerade uur( hlauleii, 
die diuch den Kreispol goht und ddii Polaren des Kreiapoln 
parallel lAuft» so daft 

ist, 80 bilden die ersten Polaren den linearen Büschel 

dessen Zentram ein ausgezeiehneitor Funkt ist, wie 6ia bcidni dm 
Büschel bestimmenden Geraden orthogonal kovariant sind. 

I 10. Der TangeiteahiBehe]. 

Setzt man 

so wird dadnroh flr die Kurve fe^O m Panunetordantelliiiig 
erbracht, und swar ergeben nch die KoordinatenYerhältiusse ia 
der Form 

Der TangentenbOschel hat die Oleiohnng 

' « y 1 

oder 

+ S?/(f,i^«4- -n3c,iCio- CgoO^'H- d€^Cf^^-\- 

oder nach Potenzen von t geordnet 

Liegt«ir auf der AiQnnptote 9P<^ + so wird die Gittehmig 

Tom dritten Gnde, es gibt mir noeh drei Tanganteii, weil sdhoo 



-0, 



I 
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die «ine die A^ymiptoto < oo ist liegt xff Mif der Tangente 
des panbellieHeiideB Pnnktee der Knrre, i^O^ 8«|q« + Sc^ff 
+ ^ 0, 80 giU ei ftufier üir tauk nur ooeh drei Tangenten. 
Der Sehnittpnnkt der Tangenten i^O nnd i « oo liegt wie wir 

wissen auf der Kurve, und es muB deshalb für ihn 

ein ToUitiodiges Quadrat snn. Ersetzt man znnftoliBt y dareh 
--e^zSc^, io wird der Ansdmck 

und, wenn man noob C||C|q:(c^€^ — * 

Es ist demnach t = — %i ^oo • (^CuC^o — ^so%i) rarameter der 
Tangente» jonps Schnittpunktes, und zugleich die Abczisse (L ssellit ii. 
Ah Glei(;liuug der Tangente in diesem Punkte, die eine ortho- 
gonale Ko Variante ist, ergibt sich 

A+ »y<W^ ■"3<ViCio)')+ J<»4i4»+ -^«««le)*) 

Die Kof fikienten der Potenzen von t im Büschel (p[t) = 0 sind 
ortiiogonal kovariant^ Linien oder Invarianten. Der Koeffizient 
von t*' ist die dritte Asymptote, der von ist eine Geitide, die 
einer im § 8 ge&ndenen Kovariante parallel ist und durch den 
ortbogonai korarüinten Ponki x » 0, f — ^oo : 3% geht, der 
Koefliaent Yoa < iat die parabelhaltende Gerade. 

§ II. Die erfkegeial kf?arinte Geiaie der l^niflnktmeiiidieB 

Tügeitenfiiinfel. 

Der Ort der Punkte, deren zugehörige Tangentenquadmpel 

das singulare Doppelverhäitnis ^(l -f ^V^) l^esitzen, wird pe- 
fanden, wenn man die quadratische Invariante des Tangenten- 
bäschels ip(t) gleich l^ull setzt Diese Invariante schreibt sich 

und wenn man mit 4 multipliziert und 3 dividiert: 
(<^«ei + -I- ^CtiCnih^^ + «iiCie)«y + ^^4t4ilf^ 
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Die Kovari&nte ist also ein ToDsttndigM Quadrat, und die ge- 
snchten Punkte liegen anf einer geraden Linie, die eine oitiio- 
gonale KoTariante ist. Sie fttUt mit der Dreiwendepuaktdiiiie 
XDMuninen. SetMn wir ibre Gleichung in die Fonn 

80 erkennt man, daft die Oerade 

■ 

als yierte harmonische zur Dreiwendepunktslinie und zwei ortho- 
gonal kovarianten Geraden ebenfalls eine orthogonal kuv&riante . 
Gerade ist 



S 12. Die kabisehe KuTsriante äm Ortes karaeiiseker 

Tangentenqnadrapel. 

Der Ort der Punkte, für die das Tangenten^nadmpel an die 
Knrre hannoniscb ist, wird gefunden, wenn man die kubische 
InTarieBte dee Bäeohels 9(t)^0% also den Anadmck 

ad* + 6*e — aee — 2hed + ^ 0 

macht, wenn man ip{i) abkürzend in die Form a^4-^^^+6e^ 
Adt -\- e hringt Die Rechnung wird etwas umfangreich. ESe 
ist aber dieser Ort schlechtiiin, nicht blofl ortliogonal kovamnl 
Wir wollen ihn deshalb einfteher soatdist fiBr eine andere 
Doppelpnnkt8knr?e snehen, nämlifih für die Korre 

a; — m 4- nt\ $ nt -\- ar* = mx^ -f- 

Sie hat ihren Doppelpunkt im Koordinatenanfimg, und die nn- 
eigentliche Gerade ist Wendetangente. AvS diese Form kann 
jede Eunre dritter Ordnung mit Doppelpunkt doreh KoUineation 
gebracht werden. Der Tangentenbflsehel dieser Kurve hat die 

Gleichung 

♦ 

m + n^, mt-^nf 1 
- 4- n(2m — S«)«» + ^ni^ + m(iii jp) - 0. 
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Für die qnadratüdie LiTariant« des Btadtels o>(^) erhilt mm 
den Audmek 

Sie gibt durch ihr Verschwinden die Dreiwendepmktalinie an. 
Die Wendepiuikte liaben die Koordinaten 

Die Wendetangenten dieser Kurve besitzen die Gleichungen 

Ftr die kubische Invariante des Bäscbels m{t\ also, da b gleich 
Null ist, f&r den Ausdmok 

findet man die Form 

in*!f' - e» - ^'") + - '*®*"*)^ 

lud ea ergibt sieb ftr die geBadite Korre die Gleidrong 

2 • 27 • fiy* = (3ä - 2m)((3a: -|- 2fii)« - 48w*) 

37«^ + 3 * 27 • ms' - 9 • 16 • ifi'a;+ 64m«-0. 

Die Kurve geht durch die Wendepunkte^ Es sind aber auch zu- 
gleich die Tangenten in den Wendepunkten gemcinsaiu. Die 
ortbofi-onal ko Variante Kvii\p geht also durch d\o Wendepunkt« 
der Mutterkurve und hat mit ihr die Wcndt langen ten gemein. 
Hierdurch und einen weiteren Punkt ist sie bestimmt. Zu dieser 
BMtimmnng kann man einen kovarianten Punkt wählen, etwa 
den Pnnkt x = -Jm, y 0. Er liegt auf der Verbindungslinie 
des Doppelpunktes mid des unendlich fernen Wendepunktes und 
Iii ▼om Doppelpunkte durch die Dreiwmdepnnktslime ond die 
amudlidi ferne Wendetaagente harmonisch getrennt 

Die knbiflche orthogonal kovaiiante Kurve der Zentren 
ksmomscher Tangentenqnadmpel an die Kurve » 0 ist also 
diijenige Kurve dritter Ordnung, die mit drei Wendepnnkte 
n&d die dazu gehörige Wendetangente gemein hat, zu deren voll- 
ständiger Bestimmung noch ein Punkt nötig ist. Dazu wählt 
man einen Punkt auf der Verbindungslinie des Doppelpunktes 
mit einem Wendepunkte, und zwar den Punkt, der aul ihr vom 
Doppelpunkte durch die Dreiwendepunktslinie und die Tangente 
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des gewälüUm Wendepunktes harmonisch getrennt ist, der r^^^r 

auf g in der Mitte zwischen den Schnitl^nnkten dieser beiden 
Linien liagi 

§ 13. Dm WfinlMgMlwitripeL 

Setzt mao für i einen \\'ert | ein, der txv einem Wende- 
punkt gehört, so gewinnt Juuu die beiden Gleicbuugen 

worin abcde die Abkürzungen des vorigen Pangztplien sind^ 
AB CD aber die Werte bedenten (vergL § 6) 

Nnn kann man siinieliBt ans ^(1) die vierte Potent auttels der 
Gleiohnng ^({) 0 entfernen und dann auch noch die dritte. 
Man findet so 

(D(i49(|) - a^i») - Aei,(j^) : | « i|« + -f n, 

l — (4-46 - aB)D — Ä^e, m — (ßAc - Ca)D - ABe, 
n « {^ADd - J>a)l> - ACe, 

und es ist 

die Oleiflhmig einer Wendetangente. Substituieren wir ftlr H<« 
dreiWonseln i^i^i^ der Gleichung = 0 und bilden das Produkt 

80 ist w(xy) ^ 0 die Gleichung des Wendetaagentenii^^ Es 
ergibt sidi 

iv{xy) : A' = + lm{i\k% + + t»© 

+ + «, + fc) + imii(«f(fc + W 4- tSCli + Ii) 

+ ilCli + ^,)) + + IJ + hf) + m»4,|,^3 

+ »»*«ai^ + 1,4s -f «sW + mii"(4, + + + 

und wenn man die symmetrischen Funktionell duitsh die Sosfii- 
tienten in | ansdrttekt, so ergibt sich 

w{xy) - ;»7)« ^ i ,,CD - Im^BJD + ^mn(^3^7) - BC) 
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als die Gleichung des orthogonal kovarianten WendetangMitoii« 
tapfüB, Die kolnsclie Kovariante des harmoniacfaen Tangenten* 
qiudrapela dee vorigen Paragraphen ist in der Form enthalten 

Setzt man in der kubischen Invariante des Büschels 9(4} x 
gleich Null, so gewinnt man den Faktor woraus hervorgeht, 
d&0 die kabisofae Kovariante dwreh den orthi^nal kowianten 
Pimkt 

gehL Die Gleichung derselben schreibt sich daher 
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ij BpmRrkung zu meineu Aufsätzen über einicr'" flenn ntarc Rätze 
ans der '1 hcorie der Kunen dritt^>r Ordnung in den Berichten von 
1902. Der Nachweis, daß eiiif- Kun-e dritter Ordnung durch ein 
Kegehchnittbüöchel durch vier beliebige Kurvenpunkte und einen ihm 
projektiven Strahlenbüschel erzeugt werder kann, ist Hjnthetisch bereits 
von Herrn Schitb in Schlömilchs Zeitschrift im Jahrgange XXIV geführt. 
Diß (]aB Doppelverhältnis der vier Tangenten konstant sei, ist ohne 
infiniUioiiüale Betrachtungen von Herrn Bti um im 90. Hand des Crellc- 
schen Journals erwiesen, und auch iu SciiKoiEos Buch über Kurven 
dritter Ordnung ist ein solcher Beweis enthalten. Da die von mir ge- 
gegebenen Methoden neu sind, so kOnnen meine Beweise doeh wohl 
ein gewSuei XnAerene heanspmchea. 
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tber dea HUbertsciieiL Unabliftngigkeitssatz 

iB der Theorie des Maximuiiis und Minimums 

der eiB&chen Integrale. 

Von 
A. IIatkb. 

Ib Mm«& hocMnttroeMmtea ,fM aA em aM im Mbtemm" hat 
Bnjnr o. ». meh eim TielyerqireciMiide neiw IMiod« nur Ab- 
Itttting der -Kriieri«D dei Mazimuiiui und Minimimis ein- und 
mdnrftelieik Integnle angedeutet Grundlegend Ar diese neue 
HetMe ist eän Sals, der im einikchsteii Problem der Vanatioiuh 
fedmimg, iro ee sich um den größten oder Ideinsten Wert eines 
gegebenen Integrales: 

bei festen Grenswerten von x und ^ handelt, also lautet: 

Hat man von der Diferentialgleichtmg «weiter Ordnung des 
Problems di^enige einfeeh unendliehe Schar von Lösungen: 

jrefanden, welche für x = Jq den vorgeschriebenen festen Wert Vo 
annimmt, so braucht mau nur noch die Differentiaigieichung 
erster Ordnung: 

y' — p(ar, y) 

zn bilden, deren vollRtiindiee liösung durch jene Schar dargestellt 
wirri . nin m der Funktion p = p{x, y) Zugleich eine SOlohe 

Funktion gewonnen zu haben, die den Ausdruck: 

A». *, f) + (/ - p) 

I) QMIinger Naehridiien 1900, p. 291—296. 
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zu einem voilstäudigen Diiferentialquotient^n, uad dimit, infolge 
der yorgesohriebeiken Grenzwerte, das Integral: 

(solange die Funktion unter dem Integralzeichen stetig bleibt) 
unabhängig macht von der VVahl der Funktion y von x. 

Im folgenden handelt es sich dämm, diesen HiLBERTschen 
Ünabhangigkeitssatz auszndelinen aut das allgemeirurt Problem: 

Vfjffr üUm Fimkiianen t/j, . j/, von ar, die r < « gcgcbmm^ 
in Bezug auf die Differentiaiguotienien yit • • m 1f* voneimmdär 

genügen^ in dm beiden gegebenen Grenzen a*^ und t, > feste Werk 
hrsifzfm, und zwisehen diesen Oreraci mti iJ/rn/ n-.^ffn Differe^Uiül- 
({HoliviUen sieiiy bleiben, äiqjemgen eu finden^ wekke äen^ gegdiwm 
InUgräUi 

einen fjrößtcn oder kleinsten Wert versdtaffm. 

Und zwar soll gezeigt werden, daß der betreffende Satz 8icii 
ganz von selbst darbietet, wenn man Bach der Methode toa 
Clbbsob^) die Differentialgleichungen des Problems mittelst ihrer 
HAMiLTOs-jAcoRischen partiellen DiffereAüalgleichimg integnert 
hat, mit der fiberbaupt der Satc in allerengstem ZmwunitiftnhMfige 
steht Ich hatte iinprlbiglioh die Ahsicht, diese IntegratioBBart 
als bekannt TorauunsetBen, wodnrch dann der Beweis des Sstiss 
in ein paar Zeilen erledigt werden kfon. In den mir bekanntss 
Begrftadnagen der OuBBOOBsdiM Integratioattnethode tritt aber 
gemde ein F^uiki, auf den es hier weeenlücli ankommt, 
dentlidli genug zu Tage. Der Klarheit wegen habe ich es daher 
BchlieBlich doch vorgezogen, dem lieweise des verallgemeinerten 
ünabhitngigkoitssatzes die Ableitung der kanonischen Int«gratioD8* 
methode der Differentialgleichungen der Variationfirechnung selbirti 
vorauszuschicken.^) 

I) Gielle J. 55, p. 337—340. 

a) Ffir den Fall Ult sllerdingi der Sets beieits riehl^ sa- 

gegeben, aber nur ein gfiazUoh veifthUer Bewvis daUBbr galielvt werden, 



üigiiized by Google 



§ I. iBtegTstioi der DifereBtUlgleieliaDgeB des PrtUMifl 
iudi Ytüfttaiige Ldsiig ilmr HttiiltMi*JMtUNh«i H^ttelln 

IHÜBraMglcidtanif. 

Setet nuui: 

r 

(i) Äs/'C*, jpi, ff^ jftf ..^ s^O +^ V«(«» fi> y»» 

» fthri da« TOgtlegte Problem anf die « Z4Aaus«BUliMi Diffe- 
nntiilgleiclniiigmi sweitor Ordnung > swisclien . . ., ^, • • i 
and «: 

, . d aa 

Soll dasselbe daher bei festen Grenzwerten von a", ^j, - Mi/« über- 
haupt möglich und bestimmt sein, 80 müssen zu alleraächst die 
H + r Gleichungen (2) und: 

in Sjstem Diffareiitialgleichungen Ton der Ordnung 2n bilden, 
d.K Uli« ▼oUflUladige IntegraUon muß 2» wUlkfirliehe Konitanten 
mit sieh bringen, und das wieder iat identisch damit, dafi die 

n-\- r Gleichungen: 

auflösbar sein milssen nach den 91 + ^ Unbekannten 

Die Snbetitittion ihrer AnflSeungen: 

jri Vi Uf^ H^, . . y^, ^ , . . ^- J , 

% n ( II 

*f f l^' tfly "'1 ^y^ » • • •» 

fUnt dann die Gleicliiug 

ar _ ,aÄ , "V?^»^ ^ 
^ - Ä -2*y*ä^ - äF/* 



obgleich man in diesem speziellen Falle die partielle Diflferentiai- 
gleichong des Problems gar nicht heranzuziehen braucht und auch 
dme dieeelbe vmckwm Migen kann, dafi die bitegfaMlitibliedingungeB 
«HUt sind. 

I) Vgl. dieie Beriehte 1895, P* U^- 
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Uber in eine partielle Differwitiftlgleiehnng enkr Ordmuig: 



der onbekMUiteii Fosktioii F und den « + 1 unb* 
hiagigen Ynriabeln «, fk, . . f«. 

Ist daher V ^ W irgend öne XiOsong dieser HmiLioi- 
JAOoanclien partiellen DüFerBntialgleiohiuig des PkoblemSi lo ge- 
nflgen die Werte: 



(5) 



mit den n + r Gleich uagen: 

(6) wr wr 

Yon denen sie die Auflösungen sind, zugleich auch der Gieicbung: 

identisch fftr all<» Werte sowohl der Variabein ^, •!* 
aach der etwaigen willkürlichen K»>nstanten der Lösnnp W. 

Es sei a irgend eine solche, in W nicht bloÜ additiv vor- 
kommende Konstante. 

Denkt man sich dann für die yl und A^, die Werte (5) gt* 
eetit nnd differenziiert hierauf die Kelation (7) partiell nach jf^ 
und nach bo erhftlt man« indem sich die partiellen Düfonntial* 
qnoüenten der fi Ton aelbst w^heben, die Fameln: 

X t 

Mit den Gleiohungen (6) genügen daher ihre Anfldeungen (5) 

zugleich auch fllr alle Werte von y^y , . a identiBch dm 
Gleichungen: 
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(8) 



8tt nm im bewnutoveii: 

(9) F— ir(r, yj, . . ., y„ o^, . . aj + eoiirt. 

irgend eine Yollständige Lösung der partiellen Differential- 
gkrichBBg (4). Dann iit die Determinante: 

mcht identisch Null. Daher bestimmen die n Gleichungen: 
(") B^-^i^ 

in denen auch «j, . . willkürliche KonsUnten bedeuten sollen, 
stets die n Unbekannten y^, . . y^, und wenn die Substitution 
ihrer Auflösungen: 

(") yi- «i» - «I. • . 1 «0 ^bil 

die Gleichungen (5) überfahrt in: 

80 genügen diese Werte (12) und (13) den Gleichungen (11), 
(7) und (8) identisch für jedes Oj, . . a^, »1, • • • «„• 
Deutet man die Substitution der Werte (12) und (13) durch [] 
an, m hat man also einerseits: 

and daxftUB durch partielle Differentiation nach 

a«Trna[yj 
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Andrerseits ist aber nach (Ö); 

und yman. maa diese Identltiton lu den ToriMTgeheoden addiart» 
ergibt ucb: 

Nnn kann die Detemunaate (lo), da sie an tieh nieht NvU 
and ganz frei von den nnbestimmten GbOAen . . iBt, auch 
niclit in Folge der CUeiehungen (ii) idenlisoh Tendnrinden. Bs 
ist daher aneii die Determinante der « linearen bomogeneo 
Relationen (15) nioht identisch KnU und diese Belationen 
langen folglich, daß einxehi jedes: 

sei, wodurch sidi die Belationen (14) auf: 

d rdsii _ rdoi 

reduzieren, d. h. aber, da auch jedes [f^] = 0 ist: 

Die Differentialgleichungen (2) und (3) werden TOlktftndig 
integriert durch die Auflösungen (i 2) und (13) der Gleichungen (11) 
nnd (6), AnflOsongen, weldie zugleich ftlr alle beliebigen Weite 
Ton %f «1, • «t die ftUnohnng (7) identisch erftlUen, 

nnd in denen endlich aUgemetn ist: 

(■^) M-¥- 

Damit haben wir die kanonische Integratinnsmethode der Diifer- 
entialgleiohnngen unsres Problems gewonnen und können nna- 
mehr snr Ableitong des Hnjurschea Unabhingigkeitssatces 
Qbergehen* 
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§ 2. Zasammt'iiliäDg zwischen der Hamilton -Jacobiselien partiellen 
Di^ereatialgleichan^ nnd dem Hilbertsclieu LnubhäugigkeiUsatie. 

Dm Torgelegte Probtem «chreibt den Fonktionen y^, . . 
an dan beiden ftsten Grmen und ^ fioBt gegebene Werte Tor. 
Heani man also yj^, . . die gegebenan Anfbngswerte der 
1^ so mtoen, damit die Angabe IMir sei, weiter nun noeh die 
• GlaiehuBgen (12) snsananen mit dan f» Olaieboogen: 

Ifi9 9|(^f «II • • •» »«» «II • • •» O 

mfidsbar sein nach ibren 2«i wiUkQrlioben Konstanten a tmd a, 
oder nnr anders ausgedrttekt, es mfissen die n leisten Qleicbimgen 
auflösbar sein nach n von diesen Konstanten, nnd nacb Sab- 
stitntioa der AuflOsongen müssen die n OlMcbungeQ (12) die 
Übrigen n Konstanten bestimmen. 
Bei der FestseUung: 

(18) = jF», . • .» «II • • -I «J 

ergeben sich aber aus den Gleicliiiiigen (11) sofort die n Gleichungen: 



welehe, die An&iigswerte x^, y^Q, . . y^ als übsI gegeben betnMbftet, 
die Unbekannten tfi> - - t bloBe Funktionen von x nnd von 

im fi willkürlichen Konstanten , . . . , a„ bestimmen. 

Ist also, wü.y natürlich hier immer voraubgesetzt wird, die 
Aufgabe überhaupt möglich und böütimint, so müssen die n 
Gleichungen (19) auflösbar sein auch nach den n Unbekannten 

*ll • • «W 

£s seien: 

(20) Jfi- J^i(«ifli».-»«iJ 

^^igen AnfUSsnngen der G-Ieichmigen (19) nacb den n Un- 
bekannten iff, die ffir 9 ^ Xq die Werte » y^ annehmen. 

Die Gleichungen (19) besitzen dann gleichzeitig immer auch 
solche Auflösungen: 

(21) » Aj^{», tk, . . .| ifj = Ifl») 

aaeb dan n Unbekaimten a^^ walebe die Oleiebnngeti (20) identisch 
erflOlen, also ancfa Ton diesen Gleichungen wieder Anflftsungen 
mid, tmd indem man die Werte (20) in die (ileichungen (5) 
einsetzt, erhält man imih. ^16^ ein Wertsysteiu der ^/ und A^: 
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A. Mavbi: 



— •i'^(*t «II • • •» O» 

welches zusammen mit den Wert^'n (20) der j^^ den Gleichungen (6) 
und (7) identisch genügt für jedes öj, . . «„, wobei zugieich 
die Werthe der y^ und l ein System partikulärer Lösungen der 
Differentialgl«dumgeii (2; und (3) mit nur nodi n willkfirlichen 
Konstanten . . 11^ bilden. 

Die Einsetzung der Werte (21) der a^, die durch { | her- 
vorgehohen werden möge, erfüllt nun die Gleichungen (20) iden- 
tisch und Terwiiidelt die Werte ( 22) der y.' und in blofie 
Funkticmen von y^, . . .y p^. Bezeichneii wir diese Funktionen 
dmeh und ^ definieren wir also: 

(«3) »V^W. 

so führt die Bnhstitation { } die Gleicliiuigeii (20) und (22) Uber 
in die IdentiÜten und Gleichnngen; 

(24) f( = ^1 und jfi '^pt, -= /4^, 

▼on denen dis n GleiAhiing«i: 

ein System Diflferentialgleichuiigen erster Ordnung bilden, dns 
durch die Gleichungen (20) vollstuadig integriert wud. 

[Für x = Xq reduzieren sich die Gleichungen (20) auf y- i^^g 
und bestimmen also g^ar nicht mehi- die Unbekannten a^. Daher 
nehmen notwendig ihre Auflösungen (21), und mit diesen auch 
die Funktionen /)■ und ftp an der Stelle x = Xq^ wo den die 
gegebenen Anfangswerthe p.^ vorpeS( h rieben sind, die unbestimmte 
Form ^ an, d. h. die Anfaugswerte der Funktionen {a^}, jo,- 
und fig sind durch die Anfangswertc der Funktionen y allem 
noch nicht best i im at, sondorn hängen au( h noch ab von den 
Anlangswerten der Oitferentialquotienieii dieser Funktionen. Im 
bcsondem lehrt die Definition der p^ und die Entstehung der 
Gleichungen (21) aus den Gleichungen (20), daß für jedes 
Funktionensystem y^,..., y^, welches die gegebenen Anfangs- 
werte besitzt, der Anfangswert von nichts •ndsres ist als der 
An£sng8wert des DüEarsntialqnotienten .] 
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Es mögen endlich /*^ und U diejenigen Funktionen be- 
zeichnen» die ans und Ä durch die Substitutionen (24) ent- 
itehen, watyi man die und jh^ simlichst als beliebige Variable 

Die Werte (20) und (22) genflgen dea Gleichungen (6) 
nnd (7) idemtiflolL für alle Werte von Oi • ■ , (1,^- Diese Identi- 
ttten Unnen daher nieht aufgehoben werden durch Substitation 
der Werte (21) der Oi. Nach (24) und naeh den eben gegebenen 
Mnitionen gehen ne aber bierdunch Uber in: 

wo mm nattlrUoh nnter den und fi^ die beetimmten» durch 
(23) definifirten Funktionen Ton o;, . . zu verstehen sind. 
Diele üdentitftten lehren, daß fOr alle beUebigen Funktionen 
Vif - • •} ▼on % die Belation besteht: 



hat man, wenn man dnich die Substitution { } 
auch die Funktion W —W^ fiberfilhrt in eine Fonktion von 



ä\W-W,) 
dx 



and die Werte(2i) der absind Auflösungen auch der Gleichungen (i 9), 
sbo ist jedes: 

Aus den beiden vorhergehenden Identitäten fließt daher sofort 
die Formel: 



9 



welche niehts anderes ist als die kanonische Form des Hilbsbt» 
sehen ünabhiagigkeitssatBes, und ans der, fllr alle Funktionen 
Iii - • -1 y«« welche an der Stelle « « die festen Anfangswerte 

10 
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A. Xavu: 



S^iof * ' ■) ^«0 besitzen, und zwischen den Qrenzen und s dio 
Funktion {W — W^} stetig eiiialten, folgt: 

Obgleich diese Besnltate bereits yoUständig ansreichen, um 

die gewünschte Ausdehnung des ünabhängigkeitssatzes in Toller 

Allgeraeinheit darstellen zu können, schalte ich hier doch noch 
die folgenden, iilr diese Ausdehnung selbst iiberfltlssig^u Bemer- 
kungen ein, weil dieselben die allgemeinen Beziehungen zwischen 
der Hamilton- Jaoobi sehen partiellen Difi'erentialgleicbuug (4) und 
der Aufgabe, den Ausdruck 

(28) ä+y!(3,:-i>o^ 

zu einem vollsländigen Differentiaiquotienten zu machen, und da« 
neben auch noch den r endlichen Gleichungen: , 

(29) f,~ 0 

in genügen, «laeneHiB, imd Midrsrseits swisohen ditMr letrtsn Auf- 
gabe nad der Integration der IMifaentialgleidningen (2) und (3) 
ia ein helleree Lieht seben. 

Znnlefast sieht man sofort^ daft die nnttleie An^be und die 
An^be, von der CHeidiung (4) eine LOsiing sn finden, nur Ter- 
schiedene Formen einer nnd denelben Aol^be sind. 

Jedem System Funktionen • • -i fh* • • 1 f^r 
^1^)^11 ' • "t Vn^ ^ Ausdruck (28) ein vollständiger Diffe- 

rentiahiuotient wird, und die zugleich dtn Gleichuugeo (^-29^1 iden- 
tisch genügen, kann man nämlich vermöge einer bloßen Quadratur 
eine solche Funktion V derselben Yariabeln hinzufügen, daß die 
betrachteten Funktionen identisch auch der Gleichung genügen: 

(30) Ä+^(,;-,og-|J- 

Dann aber eiiüllen diese i^'unktionen identisch die Gleichnngeo: 

Sri dÄ 9r 

nnd* 
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und dalwr ist die Funktion V eine Lteung deijenigen partieUen 
Differentialgleichung enter Ordnung, welche entsteht, wenn nuui 
mittelst der II + Istrten Gleichungen die n + GrOBen und 
fi^ ans der Torhergehenden Gleichung efiminierti d. h. sie ist eben 
eme LOsnng der HAvnvroN-JAOOBisehfin partiellsB Differentialglei- 
chung (4) (daher denn, was übrigens auch unndttelhar einleuchtet, 
auch unsere Funktion {W^— solche ist). Und uuigi - 
Ltkit üilirtlt luaa aus jeder Lü.suug V dieser Gleichung ein Funk- 
tionensystem p, , . . ., ft,, . . ft^, das die Gleichimgeti ( 29) 
uüd (jöj ideutisch erfüllt, indem iiiüü dio »-fr Gleichungen (31) 
nach diesen n + Unbekannten auflöf^t 

Damit aber die p und (i solche Jb'imktionen von ^1 • * •« Sf« 
seien, welche den Ausdruck: 

zu einem voUständigeu DiÜereatialquotienten machen, müssen die- 
selben den « + — ^ Integrabilitttsbedingungen identisch ge- 
nflgen* 

Von diesen kann man in Folge der leisten die n ersten ersetsen 
durch die: 

dB . f^B, aBA 



dx 

1 



Überdies i.st, weil die partiellen Difierentialiiuotienleu sich von 
selbst wegheben: 

wegen: 

lassen aidi daher die integrabilitttsbedingongen so schreiben: 

1 1 

10* 
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wo erst bei den zweiten partiellen Differentiationen die Ab- 
hängigkeit der p und ft von i/, , '^!f„ zu berücksichtigen i>t 
Nach dem eben Hemerkten iieieit also jede. Lösung V der 
Hamilton -JAüOBiscben partiellen DifferenÜalgleichung (4) ein 
aokhes System von Lösungen, p^^ . . p^^ . . dieser 

ft+ --^ — - partiellen Difl^ntialgleichungen erster Ordnung, 

welches gleichzeitig den r endlichen Gleicbongen (29) genügt, 
und das allgemeinste System Lösungen dieser Art wird durch 
die Qleichongen (31) definiert, wenn man in dieien unter Y die 
allgemeine Ldsung der Gleichung (4) ▼ersteht 

Sind endlich die jp^ und solche Funktionen von ^ 1 • • • ir«i 
welche die Gleiclnnigen (29) und (32) identisch erflIUen, und 
bildet man mit diesen Funktionen die n Diflfersntialglsiehungen 
erster Ordnung und die r endlichen Gleichungen: 

(34) ir< - Pi(?^y Ifii yj. - **^(«. !fu • • •> fO» 

so erkennt man aus der Fom der Gleichungen (32) sofort, daß 
die vollständigen Lösungen der Gleichungen (34) gleichzeitig 
auch Lösungen der Differentialgleichungen (2) und (3) sind. 
Nach dem Vorhergehenden gibt ets daher neben unseren früheren 
Gleichungen (24) noch unendlich viele andere Systeme von 
Gleichungen (34), welche die dopi>t^ite Eigenschaft besit^ien, daß 
ihre voUständitre Integration Lösungen auch der Differential- 
gleichuiiLj 'II { 2) und (3) liefert, und daß für ihre recht+^n fc^eiten 
zugleich der Ausdnrck (28) ein vollständiger Differentialquotienl 
wird, was unmittelbar den bekannten Satz, enthält, daß jeder 
Lösung ihrar Hamilton-Jaco Bischen partiellen Differentialgleichung 
Lösungen der Differentialgleichungen (2) und (3) mit n neuen 
willkürlichen Konstanten zugehören. 

Dagegen sind die Integrabilitätsbedingungen (33) keine 
bloßen Folgen der Bedingungen (32) und der Gleichungen (29). 
Daher gilt nicht mehr, wie im F^le M » 1, der Sats, daft bmits 
in jedem System Gleiokungen (34), dessen Tollständige Lösungen 
zugleich den Differentialgleichiuigen (2) und (3) genUgen, die 
rechten Seiten solche Funktionen wiren, welche den Anadmck 
(28) zu einem yolUtindigen Differentialquotienten machen. — 
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§ i. AllgeMeiner Aasinek 4m Hilkertschen UnabhäogigkeitssatieB. 
Mit dem in (2öj enthaltenen Resultate, daß der Auädiiick: 

für die durch (23) definierten Funktionen nnd fi^ ein voll- 
sündiger Bifferentialqnotient wird, igt die Ausdehnung des 
HiLnBRTBeheii ünmhhingigkeitssatsses auf das yorgeiegtc Fehlem 
gewonnen and hewiesen, stm&chst freilich nur unter der Voraus» 
setemig, da0 man in den YoUsttndigen LOsnngen: 

K ~ '■^^(•> ^% • - •» 'H* * • •> 
der Differentialgleichungen des Problems kanonische Konstanten 

dp . . a,, «r^, . . eingefOhrt habe. Da aber unsere 

Fimküonen: 

Ii, ^' .»d X, 

respektive aas den Funktionen: 

Vi» und jr^ 

herrorgehen müssen, wenn man darin die Auflösungen «|, . . 
der n Gleichungen (17) einsetzt, so kann man kurz sagen: Man 
crhilt die in (23) definierten Funktionen j»^ und A^, indem man 
mit Hilfe der 8m Oleichungen: 

die 2fi kanonischen Eonstanten <i|, . . «r^, or^, aus den 

GkiehuQgen eliminiezi; 

Stellen nun die Gleichungen: 

(35) y< - - X^i^y Cl» . . M J 

ilfsnd ein STstem Tollstindiger Lösungen der Differentialgleichungen 
(2) und (3) dar» so muß es notwendig 2ii, von X freie Sub- 
itttutionflii Ton der Form: 
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A. Matu: 



geben I welche 

= 9f = 

und damit 

de. _ dtpt 

maclien, und man kami dann also tmsere Fimktionen nnd fi 
dadoreh erbalteOf dal) man mittelst der 4n Gleiebimgen (36) nna 

(37) Ö,(^o» • • C|J - y<ai O - yi 

die 4ii Konstanten 

&US den Fonneln: 

eliminiert. Die Konstanten a und a eliminieren sieb aber da- 
durch um selber, daß man einfach die Transfomationsformeln 
(36) ganz wegläßt, nnd man braucht somit nur die 2n Inte- 
grationskonstanten c Termdge der 2n Gleichungen (37) aus (38) 
zu eliminieren. Führen wir diese Elimination nicht auf einmal^ 
sondern wieder in swei Absitaen aus, ao kOnnen wir hiemaeh 
nnser Besoltat allgemein so aussprechen: 
Hat mm wm dmy mU der Fmiktion: 

r 

t 

iirgmi em SjftUm voUständiger Läamgen: 

gefunden, so besUmme ntan aus den n Glei^hwufeni 

fi «Oft de» 2n InkgreMimiäumsMkn . . c^^ «iiirdl die n 
0)figmL Mtm dmrch Etnaebnmg der AufUfmmgfm die vem- 
eUkiäigm lAnmgm Über m die (bei fest gegdtenem Xq^ y^^, . . y^^ 
parUkutOren lAtmgei^ mil nur no6k n inRlbarliefteii JEaMtMed 
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» braucht man nur mU Hüft der n ersten dieser läetm Qlädhmgen 
dieae Ko mk m tm tm dm n-^-r Qkidimiffmi 

SU eUminieren, um in dm reäUm Seitm der so eniekhendm 
Gltkkmtgm: 

(«) ^e"**? 

utdhe F'tmkH&nm von y^, - • -i geuxmnen gu ftabenj welche 

den Äusdrudc: 



V da 



tu einem vollständigen DiffermUaiquoUenim machen und überdies 
dm r Oieiehungmi 

ideHlisek genügm. 

Dabei bedeoten Sl^ fj^ diejenigen Funktioiieii Ton Xyy^^...^y^^ 

Pv Pny f^D • • "t f^n ^ dnreh die n + Substitutionen {a) 
108 /*, entstehen, und TOn diesen Substitütionen bilden die 
n ersten ein Sy.stom von fi Diffeienlialgleichnngen ei-ster Ord- 
Dungf das durch die n Gleichungen y^ = vollständig integriert 
wird. — 

Will ?nan diesen Satz nnabbilnpp von der Hamilton- 
JACOBischen parüpllen Differentialgleichung beweisen, so muß 
man zeigen, daß die anf die angegebene Weise erhaltenen 

Knddaonen p,, . . ^, . . |ia^ den n + ~ partieUen 

Differentialgleit luirig-en erster Ordnung: (32) und (33) genügen. 
Das leuchtet nun /.war füi' die Gleichungen (32) sofort ein und 
l&ßt sich im Falle » 2 anch noch ohne aUzugroße Rechnung 
f&r die eine Gleichung nachweisen, auf welche sich dann das 
ßystem (33) reduziert; im aUgemsinen Falle aber einen solchen 
fekten Beweis fttr die Gleiehnngen (33) m erbringen, seheint 
wbshlwhe Sobirieiufksiisii darxnbietsiL 



IMMf «klivl tt. T. IMS. 
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Cber die Zentnübewegang 

iü der nichteuklidischeu Geometrie. 



Von 

I. Der BKRTRASDSche Saig» J. Bebtramd') hat im Jahre 
1873 den folgenden Satz bewiesen: E8 gibt nur zwei Anziebungs- 
gesetze, bei denen die Bahn eines beweglichen Punktes P um 
einen festen Punkt 0 (unter Voranssetzmig gewisser iwiscben 
äon Koordinaten der Anfangslagr tind den Komponenten der 
Anfangsgeschwindigkeit bestehender Ungleichheiten) geschlossen ist 

Er yerfthrt dabei in folgender Weise: Das dynamische 
Problem ynrä mit Benutzung des FlScbensatzes und des Litegrals 
der lebendigen Kraft in das rein analytische Terwandelt: 

Es ist die Funktion ^(r) so zn bestimmen, daft die L&songen 
der DifierentialgleiGhung 

periodische Funktionen yon 9 mit der Periode 2« werden« 
Dabei ergibt sich, daß i;(fs) nur die beiden Werte haben darf 

(2) ^(*) — -j^, wo «»— 1 oder m — I« 

m =^ V ffthrt auf «im Kali, wo die anziehende Kraft der 
Entfernung OF direkt proportional ist (Fall der elastischen 
Anziehung), und in diesem Falle bewegt sich P bekanntlidi in 
einer Ellipse, deren Mittelpunkt 0 ist, also immer m mm ge- 
schlossenen Kurve. 

i) J. Bektuanl», Theoreme relatif au mouvement d un point attire 
vers un centre fixe. Comptea rendus de TA. des S. LXXYU, 1S73, 
p. 849—853. 
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4» — 1 flUnri dagegen aitf das NewromeiM Aiudeliungsgesetz, 

und bei der ßewegnng nach diesem Gesetz sind di^ Bahnkui ven 

ja (weDD nur die taiigtiütiale Geschwindig'keitfikonipüüente nicht 
zu groB ist im Verhältnis zur anziehuudeu Kmft) ebenfalls ge- 
schlössen. — 

Wir wollen hier dieselbe Fragen t*?Iiung für die nichtetdiidische 
Geometrie behandeln, und zwar sowohl tür die hyperboiisdie 
(GAuasache, BoLYAiscbe, LoBATSCHarFSKUsrhc) als ffSürdiQigphähscke 
(HtEMANinoho), und die Bewegung nach den noh crga b andan 
Aoiiehimgsgesetzen, soweit ne nieht Mhon bekannt iat, unter* 
mciifliL Die Untemadlimg wiid eine groAe Obefebutimmuag 
mit der enkEdiacben Oeomefane eigeben. 

2. BfsHmmmff der AnMimgiffeMige für die hgperMie«^ 
Geometrie* Ftthrt man in der hyperbolischen Ebene Polar- 
koeidinaten ein (r, (p\ und mmmt man den Punkt 0 mm 
Koordinatenanfang, so lautet das Integral der lebendigen Kraft ^) 

w «^-» 

Hierin bedeuten shr (entsprechend später ehr, thf und ctbr) 
die hyperbolischen Funktionen des Radius-vectors r ^ OP. 

Wir wollen jetst zuerst dem Problem eine ähnliche Form 
geben, wie sie Bebtband im Fall der euklidischen Geometrie 
beigestellt hat 

Die LaoRAHOBSchen Oleichungen werden 

(4) f;:-*r«hrg)*— g — r(r). 

la der eraten Gleiehung ist f{r) die Kraft» mit der P von 0 an- 
gesogen wird; aus dem sweiträ folgt das den Flioheasats der 
gewöhnlichen Mechanik entsprechende erste Integral 

shV - 



I) ^gi I meiner Arbeit: Die Kegeleohnitfce und die Planeten- 
bewcgung im nlehteukUdseehen Baum. (Diese Berichte 190a, 8. 393—433.) 

Fflr die trigonemefariichen Belataonen in der nichtenUüdisohen 
Oeemetiie, vgl. 8. 345— 34^ von LoBAmcBsvFsxu: Zwei geometrliche 
Abhandlungen. Deutsch mit Anmerkungen ron F. Ewen. (Leipsig 
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Man kann jetzt mit Hill!» diMM lategnls MS d«r enten Gleichung 
(4) die Zeit t elimiiiienn. 
Eg ist Blmlioli 

dr dr dtp dr K ^ ^dcüir 
dl dtp dt dtf dfp 

dl* ~ "Äv^ "ä^p" » 

und durch diese Substitution geht die erste Gleichnog (4) über in 
Betrt man jetrt 

cthr — s 

so mmmt (4^) die Form ea 

(.) - (0. + .) . 



Nun können wir mit BmmuüXD weiterscUieBen: Sollea 

Bahnkurven geschlossen sein, so muß also auch ß eine periodische 

Funktion von qp mit der Periode 2rc werden. 

Dies ist aber nur möglich (nach Bi;KrBANü), wenn t^(g) — 
oder ^(e) « Az~^ igt 

♦ (#)-^gibt 

shVrtr)-^, 

fir)''^,^y-ffir)dr^A{^) 
it(ß)'^Ä*$'-* gibt 

8hV/'(r)« also 

rtO-^; y-Jf{r)dr^^^^r^ 

In beiden Fallen nmß ^ eine positive Konstante sein, weil f(r) 
eine anziehende Kraft darstellt. 

Der erste Fall führt auf die Planetenhcwegung in der h^-per- 
boUschen Geometrie, die in der Tat ganz ähnlich ist, wie in dir 
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enUi^sdieB. Auch bi«r treten als BahnkniTen nur EegeMmitte 
va£^ Tom denen 0 ein Biennpnnlrt ist') 

Ben zweiten Fall wollen wir jetzt genauer behandeln. 

3. I>ic Bahnkurven bei der dastischen Anmehung im hyper- 
bolischen liaum. Das Anziehungsgesetz /'(r) == J.shr : ch'r, das 
beim ürf nzüb^rcrang zur euklidischen Geometrie sich in f(r) ^ Ar 
verwandelt, woUea wir ebenfalls als „Oeset/. der elastischen An- 
ziehung" be/eichnen, und bei der Bestimmung der Bewegung 
lediglich die Bahnkurven feststellen. (Der zeitliche Verlauf dar 
Bewegung ergibt sich ja weiterhin ans dem flfichensatz.) 

Eliminieren wir wieder t ans dem lateral der lebendigen 
Kraft (3) so kommt 

Betst man wieder 

ethr»!, also 

- ctb'r - 1 - - 1, 

so kommt 

oder 

Um nnn zor Integration der XHfferentialgleiehong 3" llher^ 
ingehen, bemerken wir, daB 

nd daher A (in 3'0 positiv ist, weil ja auch A positir ist 
Schreiben wir (3") in der Form 



i) Diese Flanetenbewegong ist, wonmf ich naehfarSi^ieh von Henn 
Prof. StXckml anfinerkiam gemacht wurde, schon mehrÜMsh antenaeht 
mden, aber wohl nicht mit der Ansftlhrlichkeit nnd mit Berflek- 
lichtigQag der in | 9, 3 nnd 4 mehter oben genamiton Axbeit be- 
sprochenen Ansartongen. YgL die Literatmrsnsammenstellmig von 
P, StIcksl: ,,De ea mechsiiieae analjticae parte, quae ad vorietates 
eompiminm dimeoeionam spectat^' in der Festachrift der Universitftt 
Qmmimrg som 100. Qebnrtetag J. B01.TI18 (190a). 
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80 erkflimon wir: «t iifc 

i. - i (i + «• 

Die beiden Wurzeln der Gleichung für jg* 
nämlich 

sind also reell und posUiv. 

Demnach kann man 3' schließlich schreiben: 

('ai) + -»•)('•- 6') -0. 

wo a* und b* reelle positive Zahlen sind. 
Hieraus l'olgt durcli IntegratioD 

(5) - «» co«*(9 -99)-^^ - 9>e)i 

unter ^ eine Integiationskonetante yerstanden. 

4. UnUrsuihuiig der Fomm det BaMbunm in diesem FaU, 
Da nur die Gtestalt der Bahnkurven nntersnoht werden eoU, so 

wollen wir der Einfachheit halber (Pq= 0 annehmen. Da femer 

immer größer als 1 ist, BO nmÖ mindestens eine der beiden 
Größen und etwa b' größer als 1 sein, denn &^ ist zwisdien 

und 6* enthalten. 
Wir wollen nun die verschiedenen Kurven untersuchen, die 
sich aus 

= a* cos* 9> + 6^ sin* cp 

ergeben, wenn man bei festgehaltenem b die Größe a variiersii 
Fflhrt man nun die WnmBSTRAeasohen^) KootdinaAen ein 

|)«-»chr, ;r shr C08 9>, y=»shr8in9p, 

so nimmt unter Berücksichtigung der Bedeutung von M (»cthr) 
die Gleichung die Fom aa 

d. h. die Bahnkurve ist ein KegeUchmU.*) 

1) Vgl. Ku,i.u<u, Die uichteukiidisdien Eaumtormeu m aaaijtiacber 
Behandlung. Leipzig 1885. 8. 19. 

2) KiLum a. a. 0. 8. 37—46. 
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Im einzelnen sei noch bemerkt, daß sich für a > 1 eine 
Ellipse ^) ergibt, denn wir bekommen dann eine Mittelpunktakurve 
iweiten Grades, die ganz im Endlichen liegt ( > l). 

Pär a < 1 ergibt sich eine Hyperbel zweiter Art^), die ftür 
a = 0 in eine Gerade flbeigeht. In der Tat wird für a 0 die 
Oleiehuxig die Form annahmen 

Öhr ^ h shr fling), 

(1. h. sie ist linear und homogen in den WsiERSTRASSSchon Koor- 
dinaten, stellt also eine Gerade dar.*) 

Dies st^ht auch damit in Übereinstimmung, daß tür a = 0 
notwendig (vgl. Nr. ^) A = 0 sein maß. Die anziehende Kraft 
ist also gleich Noll, d. h. P muß sich in einer Geraden bewegen. 

Für a » 1 endlich ergibt sich eine AbgUmdüime^ deren Mittel- 
linie die Gerade 9 0 ist: Die Gleichung wird dann nAmlich 

ch'r « ah'r cos* 9 + 6* sh'r «n'y 

oder 

«li»ran«9(d«-l)-l, 

a. h. 

« aaa sh r sin flp » ^. .. - constans. — 

Fassen wir noch einmal das Ergebnis kurz zusammen: 
Während in der euTdidischen Geometrie die elastische Aneiehung 
f(r) = Ar{A > 0) Bewegung in Ellipsen um 0 als Miädpunkt 
(also imyitr) geschlossene Bahnkurven) zur Folge hat, wird in der 
hypet bolischen Geotnctrie der Put^i P sicJt hei dim entsprechenden 
Anzieh Digsgesetz /*(r) = -4 sh r : ch* r zwar auch in einem Krael- 
»ihmtl beicegeti, dessen MiUelpunkl 0 isi, doch ist der Kegelsdmitt 
nicht imnt^ rifie Ellipse. 

In der hyperbolischen Geometrie gibt es also kein Anziehungs- 
gesetz, das unabhängig von Anfangslage und Anfangsgeschwindig- 
keit immer geschlossene Bahnkurven ergibt. 

5. Das BERTRANDSche Problem m der sphärischen Geometrie. 
Bezeichnet man das Komplement der Breite eines auf der Kugel 
vom Badias 1 gelegenen Punktes mit r, seine geographische mit 
9, so wird das Bogenelement 

i|j«^<Ir«H-8in"rV» 

1) KnuM a. a. 0. 8. 37—46. 
3) KnajM^ a. a. 0. 8. so. 
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und eine Rechnung, die der in Nr. 3 angMtoUtea Schritt für 
Schritt parallel geht (es sind immer nur die lijperboliBchen 
Funktionen durch die entspredum d an trigonometrinchen sa ersatieo) 
ergibt die beiden AunelraiigsgeaetM: 

m A cotr); ^(r) _ 4*L'(k . | ung'r). 

Das erste Anziehnngsgesetz ergibt wieder eioe der i-Uneten- 
bewepung entspi erhrnd«' Jiewegung^); hei dem zweit-en erhält man 
zur ßestimmune der Ba-linkurven die folgende, der Gleichung 3' 
entsprechende i>ifferentialgleichung 

+ 1 + »') + 

wo 

u » cotr. 

Hieraas kommt 

(«g)%u' + ««(l-^) + ^.-0. 
Scbreibi man (vgl. Kr. 3) diese Okidiung in der Form 

80 nebt man^ daß 

-!-.)'«>: 

Gibt man endlich der Gleichung die Form 

« 

("5^)' + C«'-"A»*-'')-0» 

WO __ 

^'-i((^-i.)-f(^-^)'-^> 

80 muß mindesteiui eine der beiden reellen Großen ß podüT 
sein 

positiv sein muü und zwischen a und ^ enthalten ist. 

i) Vgl. C. Nbumann, Außdehiiuug der KEPFLEUsrhen Gesetze auf den 
Fall, daß die Bewegung auf einer Kugel btattliaU-'t 1 (liege BerichU jS, 
18S6, 8. I. 2). Die daaelbet ohne Beweis aufgestelltcu bäUe habe icb 
in f 8 meiner oben geaaonlen Abhandlung bewiefteu. 
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Es iit alsoi dft wegen ^>0: 

I » - ! >vf^r-'^ 

sicher 

imd Malier sowohl « wie |3 positiv. 

£ä ist daher erlaabt zu setzen 

und hiarin sind a nnd rasUe GiOden. 

Fakmi wir nun «in rsehtwinkliges Koordinatensystem ein, 
dflsssn Anftsg mit dem Mittelpnnkt der Engel «nsammenflült, 
d.h. aefcseii wir 

s«- 8inrooe(9 

=• sin r sin ^9 — y^), 
oosr, 

so kommt als Qleiehung der Bahnkorve 

m Verbindung mit 

IHe Hahnkurve des Punktes P, der von 0 mU der Srttft 

oN^eao^ wird, ist also mte sphärische Ellipse mit dem Mittet- 
pmkt 0. 

Während also in der euklidischen Geometrie das Gesetz der 
elastischen Anziehung immer geschlossene Bahnkurven ergibt und 
das Newtonsche Gesetz auch, sobald die Anfangsgeschwindigkeit 
von P nicht in groß ist, fahren in der spMNscAm Geometrie 
die beiden entsprechenden Aniiehmigsgeaetae {f(]r) ^Atanri cos'r; 
^f)«>*^:8in'r) Immer auf gesehlosaene Bahnkurven. In der 
hgfeAoMim (Vf^ Nr. 3 und 4) sind hei Mlsfi Aniiehnngs- 
ffMetmn (/<f) « Jlshr : oh'r; /(r) ^ : sh'r) den An&ngs- 
geschwindigkeiten Bedingungen (Üngleidiheiten) anteerlegen. 

In allen drei Geometrien aber sind die Bahnkurven Kegel- 
schnitte, wobei daij ajiziehende Zentrum mi ersten Fall ein Brenn- 
punkt, im zweiten der Mittelpunkt ist. 

i>niekfertig erklArt 2i6 V. 1908.] 
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mzum VOM 8. jüni 1903. 

über die FribenUtion nmen HitgUedern wiid etatuteo' 

gemU in der nftchtten Sitnug abgestammt werden. 

Dem Sjurtelltag in MOnclieii )utt der Henr Sekietftr der p]iU.-liiii 
Cane, Henr Win»ucB, beigewohnt und dabei auch an den die mafh.- 
filijs. Klaeie beMFenden Komniflrionflaiisnngen trf]genanimen. Den 
fen Herrn Wiroucn an Beinen StelWertreier, Herrn Lano^ erstatteten 
Boidit teilt dieser der math.-phyi. Klasee mit, nnd er legt einen vor- 
Iftnfigen Entwurf n einer kttemaUomtlm OrganiiaHtm ßr iM/McftlrMdbe 
Forsdkungen vor. 

Der Sekietlr entattet fiencht Aber die in London abgehaltene 
Komiteeiitsnng der internationalen Association der Akademien nnd fiber 
die Sitnmg der tob der Association beschloieenen GMiimkommieuon. 
Lekrtere Kommission schlägt den Akademien vor, behufs speziellerer 
Beerbeitang von Orgamsationsplftnen eine Zentralkommieeion, bestehend 
aoB den Herren Ehlbbs, FLSOBsro, Gh>Loi, Hie, Mmn, OnneninB nnd 
WiLDETER , niederzusetzen. 

Die iOaese stimmt dem gestellten Antrag bei. 

Herr Nsmomr teilt einen Anftata mit von Herrn M. En4vss: „Über 
Fonosnsche Eeihen mit swei TerAnderlichen GrOBen". 

Heir Wmna teilt eine Notis mit von Herrn Kail Blnnm: „Über 
einen Yersnch, eine Einwirkung nltrarioletlen Liehtes anf den 
elektriscben Widerstaad der UetaJle in finden**. 
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Bericht au die K. 8. Gesellschaft der WissenschafteE 
Aber die am 5. Juni 1903 iE LoEdoE abgehaiteEe 
Sitzung der Yon der internationalen AssociatioE 
der AkademieE EiedezgesetateE KommiflBiiKE zur 

Gebimerforschnng. 

Erstattet von Uen Delegierteu Paul Flechsio und Wilhelm His. 



Auf Auing der K. 8. G. d. W. hat die inteniAtioiuae 

der Akademien bei ihrer Generalversammlung in Paris (am 

i6. April 1901) beschlossen^ eine Kommission niederzusetzen, mit 
dem Auftrag, eine nach emheiUiclmi Grundsätzen n'fol(jende Durch- 
for Schumi , Sammiung und afUjemeine Nutzlmrmachung des auf 
Gehirntinnknnie bezr'lfflichen Mdtf'rialrs cn hrraten. und d(if>ri ruMs- 
drilrliich dif Schtifjitng hesomhrer Zcntrnl\iis(iiiit<'' in Krintyting su 
zidicn, in denen die Mtthodeyi der Forschung efdicickcUj das vor- 
handene Beoharhfnn(jf!Wiitiri<il ittifaespeirherf und der allgemeinen 
Benutmng der dabe% intere^erten Gelehrten eugän^^ich gemacht 
werden soil 

Die WhIiI dieser Kommission fiel stAtutengemiiß dem Komitee 
der Association zu. Unsere Gesellschaft hat (unterm 3. Febr. 1902) 
der Royal Society als leitender Akademie eine Beihe von Namen 
ans dea Kreisen der Akademiker vcngeBehlagen. In der Folge 
flind von anderen Seiten her noch Namen von sachkundigen Nicht- 
akademikem hinzugefQgt und von der Royal Society den associierten 
Aknrlemien mitgeteilt worden. Die formelle Bestfttigung sämtUoher 
Wahlen erfolgte in der Komiteesitzung der AaWKdation vom 
4. Jnni 1908. Easmch bestand die fttr die Frage der Oebini- 
foracbmig niedefgesetite Kommisdan ans den Herrn: 

BaOHTmBW (81 Petersburg) Ehlbbs (Göttingen) 

Bamoh t Cajal (Madrid) Flbohbig (Leipzig) 

GüNimiGHAM (Edinburgh) Fesbiee (London) 

D^BBiNB (Paris) M. FomR (London) 

A. S. DoGiBL (Petersburg) tak QbhüOhtbi (Loewen) 
EoiNGBR (Frankfiirt a./M.) Giard (Paris) 
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Onn (Briteel) 

Hxs (Leipzig) 
Hinio (HaUe) 
HoBSLET (London) 

Ray Lankestlii (^Luuduii 
LANNtLONouE (Paiis) 
Lakoley (LüD(^)n) 

Mall (Baltimore) 
MmoT (Boston) 





Seitens der Boyai Sodely smd diese simfUchen Herren nun 
5. Joni 1903 nach London eingeladen worden. Heir fi^m 
listte neb Inrieffidi enteebuldigt. lin übrigen baben an der Süsuag 

teil genoiiimea: 



Die Sitznng wozde dnrob den Präsidenten des Komitees der 
Association Sir Michael Fostbr eingeleitet, und auf deeien 
Antn^ wurde der SekretSr der antragetellenden Gesellschaft som 
VonitModen enaaimi. Die SebriftAlbnuig wurde Ton den Herrra 
LnrnoniK und SHBamiavox tibemommen, Ton denen der letctere 
im Vormittag dnreb Herrn Habruoii Tertnten war. 

Sa war sonlehat die Sache der beiden Leipziger Delegierten, 
^ Ton ihrer GeBelkehaft bei der Aesodation eingebraohten An- 
trag saoblicb zn begründen und Aber dessen weitere Bebandlnng 
Vorschläß-o zu machen. Dies ist auf Orund folgender, vorher 
vereinbaj Ler Gedankengänge geschehen: 

Allgemein c;t taüt, geht fS^x Siun <1er von der Association ge- 
stellten AutValje dahin, daß dw. F<>nhrumf der Gchimkermtnis durch 
^emigU Arbeü angestrebt werden soU. Dabei wird die Bildung 
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mnes intematioruUm Spstemes von Anstalten als ein Hamptmiitol 
snr ErfUliiag der gestellten An^be ins Auge gefaBt Die vor 
kurzem von autoritativer Seite atugesprochene Behauptung, dafl 
„die Kfluntma des menacUiGlwii Gehinis Ins dahin sehr langNune 
FortBehiitte gemaelit habe**, kann angesiflhts der migeirBliiüifili 
eigelniisreioheii und mannigfaltigen Arbeiten der vsfflossaaen 
Bwei bis drei Jafanehnte als nnbegrOndet abgelehnt werden. Die 
Sachlage ist vielmehr die, daß der Überaus grofie Umfimgf welchen 
die Einaeltatsaohen auf dem Gebiet der HimforBchong gerade in 
den letzten Jahren eneiehi haben, es dem einseinen unmöglich 
macht, sich Uber alle wichtigen Fortschritta seihtttätiff auf dem 
Laufenden sn erhalten. Der Itt>er&u8 hohe Entwicklungsgrad, den 
die Himaastomie in relativ kurzer Zeit enreioht hat, beruht auf 
der Anwendung einer gröfieren AsuM, ihrem Weeen nadt reckt ver- 
schiedener Methoden, Nur durch das gleichzeitige Arbeiten von 
Theoretikern und Praktikern und durch das Ineinandergreifen Ton 
Anatomie, Histologie, Physiologie, Entwicklungsgcsohicht«, Patho- 
logie und klinischen Disziplinen, sowie vergleichender Anatomie 
ist es möglich gewesen, das Problem des Uimhaues und der 
Himleistungen soweit zu fördern, uaÜ wir im stände sind, die rt« 
erstrel}' >'<lrn Endriete leniia-^ii ns in iJirot aii^jtmuHrn Unirt^sen 
gu erfassefi. Andererseits isl es gerade der ßeteiligiuig so ver- 
schiedener Faktoren zuzuscki'eiben^ daß für den Einzelforscher 
die Übersicht des in eaJiHosen Sonderarbeit t^i schon KrreicJiten so 
schuieri(/ j.s/. Der einzelne Oberblickt in der Regel nur ein, 
höchstens zwei Gebiet*» vollständig, imd selbst bei größter Arbeits- 
kraft ist keiner im stände, alle Angaben, selbst über wichtige Be- 
funde nachzuprüfen und herauszuschälen, was in jeder besonderen 
Disziplin als feststehend und von dauerndem Wert zu betrachten 
ist. Soll die Kommiwion in Behandlung der ilir geeteUten Auf' 
gäbe allen Anforderungen der Wissenschaft geveoht werden, so 
hat sie in Betracht zu ziehen: 

1. die makroskopische Morphologie des menschlichen Gehirns, 
mit Berfldniehtigung der Bassenunterschiede, sowie der indifi- 
dueUen Vaiiationett nach GrOBe, Form, Gewicht u. s. w«, 

2. die vergleichend anatomische Gehimforschung, 

3. die histologische Forschung, insbesondere auch die VerweiMUing 
der Silbennethode^ 

4. die eniwieklungsgesohiehfliche Bearbeitung, die sich ihrerseiis 
gliedert in die 
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«. dar moipliologitehtti ffineatwicUimg, 

b. der firflh embiyonalen HistogenMe, 

e. der Maricicfaeideneiiiwiöklung bei Mensefaeii und Tieren, 

5. die paüiologifleh-aiuitomiseheii Methoden, insbesondere die Ver- 

folgnug der sekundären Degeneration nach den Methoden Yon 
Türk, Guddkn und Mauchi, 

6. die experimentelle Physiologie, besonders die der Gehiruobei liäche, 

7. die Bearbeitung der klinischen Tatsachen wie z, B. die der 
Aphasie u. a. m. 

Um die Frage nach der Errichtung und zweckmäßigen 
Organisation Yon Himforschungsinstituten in fruchtbringender Weise 
sa beraten, erscheint es notwendig, die Arbeit zu teilen nnd an 
Stelle der vielgiiedrigen Gesamtkonunission eine Anzahl von Special" 
kommissicmeii m ernennen. Bas Zusammenarbeiten der Beratongs- 
sigebnisse dieser Speaialkommissuni«^ ist sodann einer nidit allsa 
umfiuigraicben ZenMkommission zu überweisen. 

HinaditEch der ansnstrebenden Instiinte sind zoniolist eine 
Anzahl yon aUgemeinen Gesicbtspnnkteik festarastellen: die Institate 
haben in erster Linie der Fönkrmff der ForsdHtng, in zweiter 
Idnie der Verbreihing VOH EemUmBten m dienen. In ersterer 
Hinsicht fallen ihnen zu: 

1. Die Bewältigung größerer, über die Kräfte einzelner Forscher 
hinausgehender Aufgaben, vor allem solcher Aufgaben, die ein 
nach einheitlichem Plan arbeitendes technisch geschultes Personal 

verlancren. 

2. Die Teilnahme an solchen wissenschaftlichen Unternehmungen, 
die nur durch Kooperation verschiedener Anstalten möglich sind. 

3. Die Aufspeicherung von wissenschaftlichem Ifaterial zu Gunsten 
der desselben bedürfenden Forseher. 

4. Die Anlegung von Arohiyen, in denen bereits bearbeitetes 
Material bis anf weiteres aufgehoben wird. 

Zur Yerbreitnng der Kenntnisse haben die in Aassicht ge- 
nommenen Anstalten dadnrch bsizntragen, da6 sie fllr eine georohietie 
Anfttellwig nnd Erl&otenmg des d«: allgemeinen Belehnmg in 
engeren oder weiteren Kreisen dienende Materials Sorge tragen. 
Sie sind, so weit diese Forderung in Betracht kommt, nach Art 
von Museen oder Bibliotheken zu verwalten. 

Bei Annahme dieser allgemeinen iTru.nd»ätze und bei Fest- 
kaltum (Ji's rDiticiiiicJirn Enflzides , der allseitigen Fördertmg 
mserer KmrUnissti vom üehkn bleibt den einzelnen Anstalten, 
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hinfliehtlich jkm Aiudebaiiiig und Gestattong ein w«Lter Spiel- 
ranm übrig. In manchen FUkn irird n sweokmifiig soa, das 
betreiinide Institut ftr Hunfönohiing m andero schon beatelMade 
Anstalten an anatomisehe, physiologische oder ktimsdiB Institotei, 
oder an grOBere Mnseen ansttglsedem, in anderen FUlen wird 
eine völlige Neuschöpfimg erwünscht sein. Dabei wird nicht 
jede Anstalt alles bieten kdnneo. Der Schweipnakt der iän- 
ricbtong kann nach einer^ oder nach einer anderen Sichtung ge- 
legt werden. Das Wesentliche ist^ daÜ die Tenehiedeneii Instttate 
nnter einander in Benehung gesetct werden, nnd der Pariser- 
Beschluß spricht daher Ton einem System von InstUuim. Es 
winl uns geholfen, wenn wir wissen, daß an einem Ort ckis embryo- 
logische, an einem anderen das vergleichend - anatomisch e , das 
anthropologische oder das physiologische Material geordnet bei- 
sammen lu ßndm ist, und wenn die vrrschiedenefi Institute sich 
unter einander gegenseitig mit Material und mit L'nturkhismiUeln 
aushelfen. Auch die Beniitzuntr pmpr eitrheitlicJim Nomcnkiatur^ 
sowie einJieUlidie Anwoi'luvg von Maß und Gewicht sind zu 
erstrebende Ziele. An die vt r< iuigten Akademien ist der Antrag 
zu stellen, daß sio deu Regierungen nnd sonstigen Instünzen 
gegenüber die Wichtigkeit der Sache gebührend hervorheben und 
für die Errichtung von Himforschungsansiaiten befürwortend ein- 
treten, sowie daß sie auch sonst, soweit irgend mögUch, unseren 
Bestrebiingen hilfreich entgegenkommen. 

Nach Abgabe des in obiger Darstellung zusammengezogenen 
Votums der beiden Leipsiger Delegierten hat noch in der Morgen« 
sitznng der Kommission eine allgemeine Diskussion stattgehinden, 
an der sich die Heiren WALDBrüB, Toldt, Ehubs, Bnrznm 
nnd Sir Iüobuuel Fosthe beteiligt haben. Prinzipielle G^gen- 
sfttse sind dabei nicht henrorgetreten. Besonderes Gewicht wurde 
anf ToUe Freiheit der Bewegang gelegt (Toldt) nnd auf die 
AnftteUnng nnd gegenseitige Mitteilung von Sttmmlnngskmtalogen 
(Sbiars). Die an die Akademien su steUenden Antrt(ge hat Harr 
Waldbtbb in einer Reihenfolge von SttlBen sttsammengsfisMi und 
anf den Wunsch der Yersammlnng hin hat er sich der daiünns- 
werten Mühe untenogen, im Intervall iwischen der Vormittags- 
und der Nachmittagvitsnng einen sdirifOichen Sntwnrf der 
besflglichen Anträge anssoarbetten. Dieser Entwurf ist den Ver- 
handlnngeq der Naefamittagssit^ung zu Grunde gelegt und mit 



Digitized by Google 



1dl 



unt^rgeonbietoii Modifikationen Ton der KomnuinoB •inafeimmig 
angenommen worden. Die von der Konuniiaioii engeoomiiMneii 
Ankftge lantm alio: 

Anträge «n die Istenatieiiale AimiatiOB der Akadendeii 

geitens der von ihr ernaunUn Kommiääion für Himforsoliiuig. 

Niikite Akütm der vertiBigtai Akadeaim ii 8a«h«i 
der Hlnfendiuig. 

1. Die einzelnen in der Association yertretenen Akademien und 
Gesellschaften sollen namens der Association bei ihren be- 
treffenden Regierungen oder sonstigen zustehenden Instanzen 
den .Viitrag stellen, SpezkU-histüute oder Itistituls -Abteilungen 
für die Erforschunp des Zentralncrvensi/stems £u begründen, 
soweit solche nicht yorhanden oder auf anderem Wege tax. be- 
schaffen sind. Die in den Instituten zu verfolgenden Aufgaben 
bezieheil sioli sowohl auf die Morphologie^ als auf die Physio- 
logie und Pathologie des Zentralnerveo^iteiiiee, und eie nm- 
fimen aar Zeit fblgeiide Scndergebiele: 

a. Die systematieobe Anatomie dee memcliliebHi Zentralnerreiir 
■yefcems, eioaehlieBiUeli der Anthropologie. 

b. Die verglMchende Anatonue. 
c Die hiftologiMhe ForMdiung. 

d. Die entwicikelungsgescfaiobtliohe Forsdiung. 

e. Die Physiologie, einschließlich der physiologischen Psycho- 
logie. 

f. Die pathologische Anatomie, ezperimenteUe Pathologie and 
Teratologie. 

g. Die kimische Forschung. 

2. Für die Ausarbeitung dieses Antrages wird eine Zentral- 
kommißsion von 7 MitgUedem ernannt, der auch in Zuknoft 
eme leitende Tätigkeit vorbehalten bleibt 

j. Die am 5. Joni 1903 in London Tenammelte, vom Komitee 
der internationalen Association emamite Kommission schlagt 
folgende Mitglieder für die Zentralkommission vor: die HeiTen 
^BLtsu, PLnotnaiQ, Qolqi, His, MmiK, OsnaammBR, WALommu 

4. Den Akademien der Association worden diese Namen znr Be- 
stttigung empfohlen. Die Akademien werden gebeten, yon 
ihrer Bntadieidnng haidmAglichst der Boyal Sociefj in London 
als jetzigem Vorort Kenntnis zu geben. Die Boyal Society 
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bestimmt einen der Gewählten zum Präsidenten der Zentral- 
komroissioD. Sie teilt den Gewählten die Bebiutigang liuer 
Wahl und den Namen des bezeichneten Präsidenten mit. 

5. Der Präsident leitet die Geschäfte der Zentralkonmiission. 
Bezflglich der Bestreitung der Kosten bleiben weitere Ent- 
sciilietJiuigen vorbehalten. 

6. Die Zentralkomraission wählt zunächst Mitglieder tur die unter 
I a — g bonannten Forsdiutigf! - Sektionm. Ihre Zahl soll für 
jede Sektion 5 nicht überschreiten. 

7. Diese Spezialkommissümm bezeichnen, unter Betonung des zn- 
nttohst Wttnschbaren, die für ihr Forschungsgebiet erforder- 
tieh«! £iiinehtiuigen aa den zu begründenden Himfarschungs- 
Instituten. Sie senden diese Ausarbr^itimgen bis ^ätestens 
I. November 1903 dem Präsidenten der Zentralkomxnission ein. 
Dabei können sie, z. B. durch Fragebogen, sieh der Mitwirkung 
anderer geeigneter Fachleute bedienen. 

8. Auf Qrond der eingegangenen Benohte arbeitet die Zentral- 
kommissioii den Entwurf des an die betreffenden Tnatanien sn 
richtenden Antrages aus. Dieser Antrag wird der Versammlang 
der Akademien in Landon 1904 rar Beratung und eTentaellen 
Beschlußfassong vorgelegt Der angenommene und dann Ton 
den einzelnen Akademien beslitigte Antrag wird Ton den 
letsteren den zugehörigen Tnstansim unter Befürwortung ein- 
gereiehi. 

a Weitere iktiea der Akadeatea. 

I. Die TOB den Akademien erwlhlte Zentralkommission bleibt 
bis auf weiteres bestehen. Bei Ahgang eines der Mitglieder 
schlagen die yerbleibenden den associierten Akademien einen 
Ersatzmann zu eventueller Tiestätigimg vor. Bei solchen Neu- 
wahlen ist Weclisel dei- Akademien erwünscht 

Z. Die Zentralkoiiimissiou hat mit Unterstützung der Akademien 
die Annahme der Anträge auf Errichtung von Hirnforschungs- 
instituten zu betreibeu. 

3. Sie nimmt jährlich Berichte der Institute entgecr^^n, stellt diese 
zu einem übersichtlichen Gesamtberichte zusamiueu und sendet 
ihn den einzelnen Akademien ein. Diesen wird anheimgegeben, 
ihn in ihrer Sprache zu veröffentlichen. 

4. Sie sorgt tiir die Verbindung der einzelnen Institute unter- 
einander, fOr zeitgemäße Ausgestaltung der Arbeitspifiae u. a. m« 
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€. OfgaiiMttoi lutttate. 

t. ArbätBfeld nnd Arbeitsweise bleiben jedem eimelneD Listitute 
UbeilasBeii; ee sollen jedoch angestreH werden: 

a. EKne einheitliche Nomenklatur, 

b. Verwendung eines einheitiichen Maßes und Gewichtes. 

2. Alljährlich statten die Institute der Zentralkommission einen 
Bericht über ihre Tätigkeit ab. Dab^i sollen dei B^^land 
und die Zugängo an Druckwerken, Abbildungen, Modellen und 
Präparaten mitgeteilt werden. 

3. Dielnstitate sind gehalten ihre Arbeitsmaterialien und die Samm- 
lungen ihrer PrSparftte einander unter sich, sowie den derselben 
bedürftigen Focsohem nach Möglichkeit aagftngUch nt machen. 

London, Bnilington Honse, den 5. Juni 1903. 

Namens der Kommission: 
H18. LmH088^. Sherbiwoton. 

Laut dem Satse A 2 obiger Vorschllge war die 7 gliedrige 
Zentnlkommission Torzuschlagen. Herr Retzius betonte, daß es 
erwünscht sei, wenn die Mitglieder dieser Kommission nahe bei- 
Bammenwohnen, nnd er schlng als Mitglieder Tort die Herren 
Eblebs, HuiiK, WaLDBTnn nnd die beiden Leipziger Delegierten. 
IXesam Vorschlag gegenflber wurde tob den Herren Mosso nnd Toldt 
Gewicht daraaf gelegt, da0 die Herren Golqi nnd Obbbbtbembb 
Zentralkommission angehören, nnd ihre Torsehl&ge wurden tob 
ier Versammlnng einstimmig angenommen. Die Wahl unterliegt 
der Genehmigung der Akademien. Der Präsident wird nach erfolgter 
Genehmigung der Kommissionswahl von der Royal Society be- 
zeichnet. SobaM (ii*- Zentralkommission eiidgiilti^ fe.stgestellt ist, 
wird sie die Organibatiou der Se ktionen vnrzunrhint n habim. 

Vor Ende der Sitzung wurde ein von Prof. A. Forel an den 
Präsidenten der Royal Sodetj gerichtetes Schreiben vorgelegt. Nach 
erläuternden Bemerkungen von Seiten einiger anwesender Mitglieder 
wurde die Sitzung der Kommission Abends 5 Uhr gesohlossen. 

Mit ihren Antrigen an die Akademien hat die von dem Komitee 
d« Association niedergeseiste große Kommission die ihr gestellte 
Angabe abgeseUossen, nnd &Us ihre Anträge Ton den Akademien 
angenommen werden, so werden die projektierte Zentralkommission 
and die von dieser ernannten SpezialSektionen in Titigkeit sn treten 
haben, 

DiMUKa« «ddli» iS.lX 19M.] 
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über Fouriersclie Beihen mit zwei Yeränderüchen 

Voo 
M. Kbawb. 

Die Entwiekelimg wiUkttrliöher FunktiOEMi einer irarinder- 
lidien GrOfie in Beihen, die nach dem Cosinus nnd Sinus von 
Yielfschen des Argumentes fortschreiten, ist seit langem der 

Gegenstand zahlreicher und wichtiger Untersachtingen gewesen. 
Man kann hierbei zwei Kategorien voa Arbeiten unterscheiden. 
Die eine beruht wesentlich auf der DmiCHiiBTScheu Arbeit im 
ersten Bande des Repertormnis von Dove und hat die Theorie 
der FouRiERSchen K<jihea zum Gegenstande. Die anderr- beruht 
auf der RiEMANNSchen Arbeit im 13. Bande der Abhanddungeo 
der Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen und behandelt 
die Theorie der trigonometrischen Beihen überhaupt. Auf dem 
Gebiete der Funktionen Mweier veränderlicher GrjjBen ist nach 
der angegebenen JRichtang bin, soweit dem Verfasser bekannt ist^ 
nur weniges gearbeitet worden. Abgeseben von kurwn Be- 
merkungen^) ist mir nur eine Arbeit Ton äbcom aus dem 
Jahre 1879 bekannt geworden , deren ToUständiger Titel lautet: 
„Sulla rappresentabüitik di una funiione a due yambiH per tsrie 
doppia trigonometriea. Boma" und die sich auf die Verall* 
gemeinening der BiEMANNSchen Untersuchungen fllr den Fall zweier 
unabhängiger Größen bezieht.^) Im folgenden soll nun nach der 
anderen, der DiftiCHLSTschen Richtung hin vorgegangen werden. 



1) Sinhi Hiemann: Vorlesungen über partie lle DiÖerentialglcichungeiL 
Herausgegeben von f!ATTF?fr>oRF. Zweit4i Auflage 1876. S. 94. 

2) Nach iertigfiteilung der Arbeit bin ich durch die Freundlich- 
keit von Uerm Stolz noch auf die Arbeiten aufmerksam geworden: 
AscoLi: SuUe Serie trigonomctriche a due variabili. Atti della R. Acc. 
dei Lincei. 3. Serie. Band 7. AbzslI: tiulle serie doppie trigono- 



üiQiiized by Google 



M. Kraüu: Ü» FoQBBMon Mmam v. swn vn2n»m. Qaötin* 165 

Die DiRioHLBTscbe Azbeit seist « sich am Ziel nach- 
nweisen, daA unter gowissea Bedia||iiQgeii eine Tosgeiegte 
Fonktum einer Terflnderlichen GrOfie in eine Fofmmsolie Reihe 
eutwiekelt werden kann. 

Es ist tkr Zwvk ä«r nadtfilgenäm Unkrmekmigm, die 
mieioge Aufgabe im Gebiete der FirnkHonen zweier veränderUditr 
Größen m MomM» umd dmmi die USeumg mUergehender Pivbleme 
vOTMuber fiten, wie sie in der Theorie der Funktionen einer ver- 
änderlichen Größe seitens einer Beihe von Autoren, tcie LipschitZj 

DU BoiS-BEyMOSD , HaRNACK, HÖLDERf KrOHECKER, BuOJiEIl^) U. O. 

in Betracht gezogcti sind. 

Bei der Lösnng der gesteliten Aufgabe kann man auf mehr- 
fachem Wege vorgehen, so wie es in der Theorie der Funktionen 
einer veränderlichen GrOße tatsftehlich geschehen ist. Bei letzterer 
heben sich neben der DmiCHLETschen Methode einige Methoden 
ton Bedeutimg gezeigt, die auf dem sogenannten zweiten Mittel- 
wirtsatz der einiaeben bestimmten Integrale berahen, tmd zwar 
gwdueht das tot allem in Arbeiten Ton Bomkkt, du Boia- 
Retmomd, BMmEf Ha&nace, Cakl Nsümahn.*) Von großer 
Bnrehaiclitigkeit ist die Darstellung von Herrn 0. NsuMAim, da 

neiridie. Memorie della K. Aoc. Bologna. 8er. 5> Tome 17 1894. 
(Siebe Fortediritte der Math. Baad 25.) Auch dieee Arbeiten Teilblgen 
sodeie Ziele, als die vorHegende. ^ 

1) LiPSGHns: CreUes Jonniel Band od Bois-Bitiioiid: Ab- 
bsadluagea der KJg^. bayrischen Akademie der Wissensehaften 12 und 
sadere Arbeiten; Habiiacs: Mathematische Annalen Band 19; HOKiOSb: 
Bcriioflr Siteungsberichte xWs ; Kaonoasa: ibidem 1885 ; Baoois: Mathe- 
mttische Annalen Band 52. 

2) Boxrxt: Remarques sur quelques integrales d^finies. Journal 
de Math^matiques. Tome 14. 1849. du Bois-Reymond: Über die all- 
gemeinen Eigenschaften der Klasse von Doppelintegralen , zu welcher 
das FouRiERSche Doppelintegral gehört. CreUe Band 69. Hetnb: 
Handbuch der Kugelfunktionen Band i. 1878. Habnack: Vereinfachung 
(\pr Beweise in der Theorie der FouaiEBSchen Reihe. Math. Annalen 
Bändig. Siehe auch das Lehrbuch der Differential- und Inteßrxalrechnung 
vea Sks&£t, deulHch von Harnack und zwar den zweitt n Hand (\ Nbü- 
«AXK: rv«er die nacli Kreis-, Kugel- und Cvlinder -Kunktiontii fort- 
schr«^itenden Er)twicl<eliiii^|en. Leipzig 1881. Kndlich möge auf den 
ersten Band de« \^ » ikes von Wehkr: Die partiellen Ditierential- 
gleichuncfpn der rnntlit matischen Phjsik. Nach KiKMAji»» Vorlesungen. 
Braonschweig 1900 verwiesen werden. 
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an (ieröelbun außer rl»*ni /weiten Mittel wertsatz nur noch einige 
EigenschafVn der trigoüuiuetrischcn i uiikliüneu gebraucht werden. 

Die toigendeu Betrachtungen sollrn sirh an die NeuMANNSche 
Dar^;tellung anlehnen, wobei i*-]'! imi voil)* 'halte, bei anderer (je- 
l^enheit auf andere Darsteliungaformen zurückzukommen. 

f I. Ailitelliiiii: von vier speziellen Fonriersclien Reihen ui Miel« 
der Fiiktioi«B sweier T«riideriieher GrißoL 

Wir wollen uns die eiidli<^ trigonometrinche Beibe vor- 
gelegt denken: 

und fragen nns, ob die Größen a^^,, deren Zahl gleich (m — !)(» — 1) 
ist, so bestinixnt werden könoen, daß die Funktion f(Xitf) an den 
Stellen: 

ft^^-^^ l,2,...,m-l; ö-» l,2,...,n — 1 

▼oigeBOliiiebene Werte annimmt. 
Wir eehreiben unsere Beike: 

(«) f(*,|f)-T4(y)mr«, 
wobei gesetit ist: 

« =»— 1 

(3) /r(y) =^a^,,8insy, 

dann folgt aus den entepreehenden Tlieorien über die Funktionen 
einer Terftnderlichen OrQße, daß aeherlicb die Beiiebung statt- 
finden muß: * 

Auf die trigonometriflche Beihe (j) k(haen wir dann wieder die 
bekannten SohlQMe anwenden und erhalten: 

Lassen wir m und f» bis in die Unendlichkeit wachsen, so er- 
halten wir das erste nnstrenge Resultat: 
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JEIme fWnUidii f(», y), äU m QuadraU 0, 0; n wM/StiUdk 
gtgtbm t«f, hmm immefMb dmelbm dunh die Sähe dmgeMU 
werden: 

rvl «vi 



TT tt 



(5) «r.» J*J* ^(«» t») an m «in svdudv. 

Wie schon bemerkt, kann dieses Resultat als ein sicheres nicht 
bezeichnet wer<3en, wir werden später sehen, daß tlnsselhe unter 
rmständen in der Tat falsch wird. Für die Seiteuiimen des 
Quadrates nimmt die Reihe den Wert Null an. . 

An Stelle der Gröben . werden wir bisweilen die Größen 
Or,« schreiben. 

Wir legen jetit sweitens die Funktion zu Grande: 

^rta?, 2/)siny 

und denken uns diese in eine Beike der YOikin betnuskteten Form 
entwiekelt, d. k. gesetrt: 

ras« <=ao 

(6) 2f{x^ y) an y -^^«r.* ra; sin , 
wobd die GrOBen a. ^ den Wertk kaben: 

«r ft 

^ ^ J^J*^^^^* ») sin t? • sin ri* • sin svdudv. 



Naben diesen GiOte fBkren wir neue a^^., ein, die dniek die 
Gleiduing definiert sind: 



(7) «r, -s'^^J* Jf^^ ^) an cos «vdtt^^ 

0 0 

Zwiscken iknen und den GrOfien a^y, bestekt dann die Beziekang: 

fletMn wir diese Werte in Gleicknng (6) ein, so wird der Faktor 
lfm mnsB auf der reckten Seite gesckrieben werden kOnnen: 

Oj^.o y -i- fli.-i »in 2y -|- (sin 3y — sin y) • • • 
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Wie wir sdbea, kann in dieser Reihe der Faktor sin y ala ge- 
menunmer hemiflgetogeo werden, sodftfi wir ne adireiben lätmue: 

2Mtty^^!i^ + a,^-i coey + Oi ooi2jF+ 

Li Umlieher Weise können die Faktoren Ton sin 2 a?, sin 3c ete. 

nntersocht werden. 

Wir erkalten dann das zweite onstrenge Besnltat: 

^Sme WwtMon f{x, y), wddte im Quadrat 0, 0; « «A- 

hkiich gegdm ist, hatm ä/wrdk äie Eeihe äaf^ffestdU werden: 



r = CO t= ao 



y) rof cos 5jf, 

Hfcbei geeM iet: 

und die Größen die oben angegebene Bedeitimg toitieM. 
Anoh iiier sind die Besnltate dorohäus unstrenge. FOr die 

Seiten — * 0 und « -> « nimmt die Beike den Wert Noll an. 
Genan so ergibt sick das dritte nnstrenge Besnltat: 
JSme WuMum f{x, y) t weldie im lUdtied^ 0, 0; i«, « lofl^ 

kOrUch gegelten ist^ haim mnerkalb deeatiben dmtA die Beike dm- 

gesMU werden 

|*= «O « = CO 

f(p^i y) =^^q-r.« cos rx sin sy, 

olo«: =- ia-o»*» im übrigen oLr,« — a-r,f 
iifid <£-r9* AirtA das Integred dargeeMU wird: 



(8) 



Lr,# ^ fi^» ^) «ia svdudv» 



Endlich erhalten wir das vierte Resultat: 

Eine Fiinktim f(x, y), weWie im Qitmhdl 0, 0; jt, « u>ül' 
kürüch gegeben ist^ kann innerhalb desselben dutcJt die Reihe dar- 
gestelU werden: 

f(x^ y) ^g-r,-« cos rx cos sy, 

r = 0 «=0 
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wobei geeetgt vi: 

im flbirigiiL ^^r» — « ^ ft—r,— « 
«mi o^r,-. 6n^. der €hrenefäUe) dem Wert 



(9) 



0 0 



wir mr spttittt« Foonrnttcbe Beihfin gefnnden. 

§ a. Kitwicktlag «iiM BdipMM. 

Es iat biemadi mcht Bcinrer, einfiMhe vorgelegte Fnsktiofieiif 
wie nf*^^ cos px ooB q^f ete. In trigonometrisebe Beihen zu ent- 
wickeln. Eine Reihe solcher Ent Wickelungen wird gich mit Hilfe 
der Muiüplikation und Addition von trigonometrischen Reihen 
einer veränderlichen (ui ßt' darstellen lassen. Wir wollen ©in 
Beispiel wählen, hei welchem dasselbe nicht der Fall ist. 

Wir denken uns dazu das Quadrat 0, 0\ n oder auch 

ÄBCD dnreh die Linien und y » j in vier Quadrate 

zfcrlegt, die wir durch I, II, III, lY bezeichnen wollen. Wir 
wollen nun für das Quadrat AB CD eine 
Puaktion f(;JC,y) so (h tinioreu, daß sie in 
den Quadraten I und III gleich xy^ in den 
Quadraten II und TV gleich (n—x)(n—y) ist. 

Für diese so definierte Funktion wollen 
wir die vier DanteUnngen, wie ne im 
Torigen Paragraplien doaziert worden sind, 
niiUich geben. 

Wir legen den Betraebtongea die be- 
kttnten Integrale za Qnmde: 



B 



n 


IV 


I 


m 



(•) 

(2) 



/" 



nn mudu « — 



Bin IHM 



cos mudu 



«emei« , cosm« 



Wir haben vier Boppelintegrale sa betraefaten. Du eiste lautet: 
(3) x<*r,# ^C^» ^) ^ svdudv. 
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Wir kdimen dasselbe zerlegen in: 

T « « « 

J* V sin sväv ^ k sin rudu -f ^ {n — v) sin »vdv^ — sin md«. 

t 

Führen wir die Integrale aus, so erhalten wir für a^^^ den Weit: 

(4) l «r.» = *^ös Y (cos l Ä 4- 1) - ^ sin (cos r« - 1), 

oder also es ergibt das erste Resultat: 

Für die vorgelegte Fuuktion nehmen die Koeffizienten di» 
Formen an: 

_ (-- jy 1/~^8 ^ 

> ~ (2r— 1) (2«— <'lr,X*-l""'^ 

Für die zweite Darstellung erhielten wir die Werte: 

n n 

(5) «r,-* ^ ^ C"» i)) sin r« cos ««cliiilfr. 

0 0 

Das Integral auf der rechten Seite kann für die Torgelegte Funktion 
in die beiden Integrale zerlegt werden: 

J p oos^9tf^^sinrtiJi»+ ^ (^r — v)ooB«0dv ^ [» — ♦i)sinniii«. 

HierauB folgt: * 

W ~^8in~(co8r«+l) 

+ ^ f » — OOS Y (cos r« — 1) — cos «»j , 

oder also wir erhalten das< zweik iiesuitat: 

Für die vorgelegte Fuuktion ergeben sich die hLoe£tijueiit«Q 
a^^, vermöge der Formeln: 
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Für die dritte Darstellmig erfaielten wir die DaxsteUungen: 

0 0 

Das Integral auf der rechten Seite kann geschrieben werden: 
m 

i m H n 

• i 

s 

flieraos folgt: 

Wir ««1 — C08 m 

oder also wir etfaalten daa dritte Beaoltat: 

FOr die Torgelegte Fmdctiott eigeben sich die EoefBzientea 
a_,,^ lermdge der Fonneln: 

Im Tierten Falle endlich fanden wir die DarstaUuugen: 



n n 



(9) 



Das Doppelintegral aut' der rechten Deite schreiben wir: 



» 

'in ft 



^voo&svdvj uco»ru<lu-i- J*{n — v) cos svdvj* — u) cos rudu 

t 

Mit Hilfe der Ausweitung dieser Integrale ergibt sich das 
Bendtat: 

(. 8jr \ 
2 , 1 . , . I 

oder also wir erhalten das ifierte Besultat: 

FOr die Torgelegte Funktion ergeben sieh die GrSBen a_^„, 
T«rmöge der Formebi: 

liMb.-pliy«.]a«iM 1901 U 
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Freilich sicher sind die gefondenexi BeBnltaie nicht, insbesonden 
steht nicht fest, welche Werte die unendUchen Bdhes in den 

Spnmgstellen annehmen. 



§ 3. AifsteUmif der allgemeinen Fonrierschen ßeihe zweier 

veränderlicher tiröiieii. 

AoBer den soeben entwickelten vier Reihen (önnen noch 
weitere spezielle anfgestellt werden. Da auf dieselben in der 
Folge nodi ansfllhrlich sorflolcgekominen werden wird, so wollen 
. wir von der Betnehtnng derselben absehen und sogleich die 
allgemeine Fouriersche Beihe sweier Tertoderlichen GrOBen ableiten. 
Wir setzen dazu: 

(0 /"(«»f) = 5, + S, + % + #4, 

wobei unt«r den Grölten ä die folgenden Ausdrücke zu ver- 
äteben sind: 

- /"(«.y) -I- /(-«^y) + f(Ph-9) + -y). 
4*4 /"(^.y) + /"(-«^y) - --y) - -y). 

Ein jeder dieser vior Ausdrucke kann in eine jede der vier 
Reihen entwickelt werden, die im ersten Paragraphen skizziert 
worden sind. Wir treffen die folgenden Wiüilen: 
Wir setzen: 

(2) #1 ^22^' ^r,-» «>» *y> 

dann nehmen die Koeffizienten die folgenden Werte an: 

n n « n n —n —n — n 

wobei ein jedes der vier Doppelintegrale sich auf die Funktion: 

/*(«, v) cos ru cos SV 

besieht Die Fonktion ({x-^f) denken wir uns wiUkQiüeh im 
Quadrate — sc, — «; sc, « gegeben. 
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Hieraus folgt aber die emfache Darstellung: 

(3) «_r.^. J ^)^^^^ 

Ftlr die Funktiün wiiLlen wir die Reihe: 

(4) «, — ^^«r,« «a *•« na «Jf» 
dann folgt in ahnlicher Waise, wie vorhin, daft ivir o^^, setiaa 

können gleich: 

^u, f) sin ru äin ci u d f. 

— « — « 

Fttr die Funktion ^ wilden wir die Entwiekelnng: 

(6) $^ y^. a'—r.t cos rx sin «y. 

i>id den OriSfien a' entsprechenden Gröben a haben den Wert: 

(7) a.,.^, mm r(M,u) coB m flin SV if« d». 

Küdlich werde ^4 in der Form dargestellt: 

(8) ^^ JS^r, »a rx 008 , 

dann ergeben sich für die entsprechenden Größen a^^., die Werte: 

^jf J «n r« coa di* dr. 

— * — jr 

Uüter solchen UmstÄnden erhalten wir das Resultat: 

J'jine Fuhktfon^ wddie in dem Quadrat — tt, — jr; ;r, tc w^Ül- 
kuHich gegeben ut^ kann durch die Mäfie dargestdlt uerdeni 

2 ^((a^,#Mnr«+alr, «cosraOsinsy + (o^,— ,«inra;-|- alr,~«cosra;)co8 sy), 

r^t Im» 

wibä die Qrößm a die vorhrn angegebenm Werte heeiUm. 

§ 4. NermiemBg di^» Pro^Umü der Fuurierschen Reihen zweier 

veränderlicher Orößen. 

Die bifllierigen Betrachtungen mtlssen als dorohaua nnstrenge 
beiaelinet werden« ans ihnen ergibt sich aber von selbst das 
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eigentliche Problem der Fourierschen R^ihtu zweier veränderlicher 
Gröüen. In der Tat, wir gehen von der endlichen «Simnne aus: 

(0 ^«1+1.1 •+! =^ an -I- «1^,. cos rx) sin 

r=>0 «=0 

-h (or,—« sin r« + alr.— j cos rx) cos 

wobei die GrOBen a' die im ersten PangnpheD ugedeateteii 
Werte beeitzen. Dann kann der Übergang sn den n nen d lichen 
Bmben anf mebrftchem Wege ▼ozgenoiDmen werden.^) Die drei 
wichtigsten Übergänge, die in Betracht konunen, smd knn durch 
die drei Symbole dargestellt: 

Je nach der Art des Überganges werden auch die Koeffizienten 
der unendlichen Reihe sich modifizieren. In den beiden ersten 
Fällen erhalten wir in den Koeffizienten Ausdrürke, die von 
i>u Rois-Reymond mit dem Namen eines zweimaligen iiestimrntt ri 
Intogniies, von Prlsgshe™ mit dem Namen einPR iterierten 
Integrales bezeichnet worden sind, im letzteren Falle dagegen 
ergeben sich Doppelintegrale im gewöhnlichen Sinne des Wortes.^) 

Lösen wir die Untersuchung von dem Ausgangspunkt, so 
kommen wir au den folgenden Fragestellungen, die wohl als die 
wichtigsten in der Theorie der Fourierschen Reihen sweier Ter- 
ftnderlicher Größen angesehen werden können. 

Erstens: Sb soll der Grenswert bestimmt werden: 

1) In Bezug auf die Theorie der unendlichen De i pel reihen werde 
verwiesen auf die Arbeiten von Stolz: Über uneudiiciie Doppelreihen. 
Math. Ann. Band 24, sowie PsivasaKuc: Elementare Theorie der un- 
endlichen Doppelzeihen. Sitnugsbenehte der Akademie m Kflnchen 
1897, sowie auf das Befeiat desselben Tecfhssen über Inaiioiialiahlen 
imd Konvergenz unendlicher Froiesse in der Encyklopftdie der math. 
Wies. 1S98. 

2) In Beng auf die Theorie der Doppelintegrale werde verwieeen 
auf die Arbdten von PkDiOBBaDf in den Berichten der Münchener 
Akademie aus den JiAren 1898 und 1899, sowie auf eine Arbeit von 
Stolz im 26. Band der math. Annalen und auf den dritten Teil der 
Orundzüge der Differential- und Integralrechnung desselben VeifiMsere 
ans dem Jahie 1899. 
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wenn geeetzt ifit: 

0^,, —i i sin rttdu I /"(w, v) sin. svdv etc. 

ZweUens: Es soll der Graiswert bestimmt werden: 

lim lim 6; 



wenn gesetzt ist: 



Zm-i-l.SH + ll 

= ^ I ansvdv j f{u^ v) sin rudu etc. 



JDritttffis; Es soll der Grenswert bestimmt werden: 

wenn gesetzt ist: 

«V,«""^ ^ J*f(Uf v^siaruEiiiSvdudv etc. 

Unter di^en drei Au^ben dürfte die dritte wohl als die wich- 
tigste bezeichnet werden. 

Mit ihr allein wollen wir uns im weiteren beschäftigen. 
Aach bei ihr kann noch eine Teilung stattfinden. Es kann 
festgestellt werden, daß unter den Doppelintegralen die oberen 
odsr die nnteren oder die Doppelintegrale schUxdithiB verstanden 
werden. Als wichtigster Fall ist der letste sa bessiehnen, an! 
den wir nns besehiSnken wollen. Indem das gesdiiehft, werden 
die willkOrliofaen Fonktionen von selbst gewissen Bedingungen 
unterworfen. Wir wollen diese Bedingungen nodi weiter modi- 
fineren, um zdnSehst die einfachsten und wichtigsten Funktions- 
zur Erledigung zu bringen. 

Es sei ein Bechteck o, 6; a^, &i ^"(^n \) 

odsr auch ^^qC^Dq vorgelegt, dessen 
Scitoi parallel den Koordinatenaefasen 
imd, wobei wir die Ungleichungen 



festsetzen wollen: ^^^^ 

Für die Punkte im Innern und auf den Seiten dieses Rechtecks 
sei eine Funktion /"(a?, y) eindeutig definiert, dann wollen wir 
sagen, sie ist im ItedUeck sttüff, wenn kurz gesagt die Differenz: 

f(« + »,Sf + k)-^f(aSjf) 
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mit h tmd k ta gieieher Zeit nch d«r Grenze KnU Dlhert. Hier- 
bei toUm X, ff 8OW0IÜ als auch + ft, Jf + ^ Punkte im Imieiii 
oder auf dm Seiten des Bechteoke liedenten. 

Ferner möge eine Funktion f (r, y) im vorgelegten EetMeA 
ahteilungsweise stetig heißen, wenn dieses Rechteck durch Parallelen 
zur £- und 7:ur y- Achse in eine endliche Anzahl von Flächen- 
stücken zerlegbar ist, derart, daß die Fonktion in j*^dem einzelnen 
Flftcbenstöck überall stetig ist. Ein Beispiel iiieriur l-*- im 
zweiten Paragraphen gegeben worden. Dabei haben wir an- 
zunehmen, daß die Funktion für die BegrenznngsUnien , soweit 
sie einem bestimmten Rechteck angehören, bestimmte Werte be- 
sitzt, daA diese Werte aber für die ▼ersehiedenen Rechtecke Ter 
schiedene sein kOnnen. Hieraus folgt von selbsti daB die Fanktkm 
Überall endlioh sein muß. 

Äirf diese FimkUone» äßem solfon die fcigendm BetroMmgen 
stdk desMften, für me scÜ der Greneumi: 



bestimmt werden, wemi die Koeffigienten m der angegebeiun Weite 
durch DoppelintegrcUe dargestellt sind. 

Wir können die Größe 8 in anderer Weise y^ffi^. 

In der Tat, enetsen wir die Koeffisienten durah die est^ 
sprechenden Doppelintegrale, so wird die Summe selbst gkuh 

sein, multipliziert mit einem Doppelintegrai, erstreckt über 

das Quadrat — — sr; 9V, ». Die zu integrierende Funktieo 
stellt sieh als Produkt dar und zwar von /*(«, 1^) und den beidsn 
AusdrflUiken: 

I 4- cos (u — «) -h OOS 2(1» — a?) H cos m(u — »), 

I + cos (t> — y) -f cos 2(1; — y) + . . . eosn (v — y). 
£rw&gen wir die bekannte Relation: 



lim 



X 



OOS IT + COS2f9 + 



cosrio — — I 4. 



Bm(«r+l)| 



sm 



so folgt, daß wir sehreiben können: 
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wobei wir nach Herrn C. Nisuhanm die Beieicimung eingeführt 
haben: 

(3) -^rW ^ ./jj (1 + 2 ooi w -h • • • 2co8ric). 

Hiermit haben wir unser Problem folgendermaßen oomuflii: 

Fär die definiertm FiuMottm 9oU der Qreiuweri des At»- 
dnuikes: 

— Jf — jr 

für m = OQ, n 00 bestimmt werden. 



§ 5. 

BilirUfcilog <iiti swflttea Mitlilwttrtiatsw llr Itefteliitegml«. 

Die reichhaltige Literatur über den zweiten Mittelwertsatz 
für einfache Integrale findet sich in einer Arbeit von Herrn 
Pringsukim in (Inn Berichten der Akadpini»' zn Mönchen aus 
dem Jahre 1900 zusammengestellt und kritisch beleuchtet vor. 
Ebendaselbst wird der Mittelwertsatz in der allgemeinsten Form 
dargestellt, die er bisher gefunden hat. 

Wir wollen nim den analogen Satz für Doppelintegrale ent- 
wickehi und swar so weit, als es für die folgende Theorie der 
FouBQEBseheti Reihen notwendig ist, wobei bemerkt sei, daß eine 
Bflohe Ton Yerallgememeningen ohne Schwieriglceiten Torgenommen 
werden ktenen. Im flbrigen werde anf die ettierte Arbeit von 
Herrn 0, IHbuxaiin werwiesen. 

i) Nadi FertigstellaBg der Arbeit bin ioh dorob die Freundliehkeit 
vou Berm Stolb sor KenntoiB eines Anfsataes von Herrn AhsslI ans 
<toBL verigen Jahre gekonmien, weldier sieh in den Memorie della Ace. 
dsDe Beieoae delV Istitnio di Bologna befindet. In dieser intorenanten 
Arbeit ist ein aUgemeiaer IttttebrertiatB für Doppelintegiale abgeleitet, 
«eleher von den von mir gebxanehten üngleichnngen 

fix f, y 4- e-) - 4- y) - fi-r. 2/ + + fix, y) ^ 0 

absieht und sich von großer Wichtigkeit für die Thf oric der Doppel- 
btecrale zeigen diirtle Als allgemeinster T-weiter Mittelwertsatz dürfte 
derei'ltic trrilii/h auch uiclit. zu V»e7»^ichuoM «ein, da er u. a. das gleich- 
zeitige Fallen res]». St(Mfcr( n dn Funktion /"(x, y) in der Richtung der 
positiven .Achspn vorauHsetzt. Verfasser bofFt, aoi' dieseu l'unkt bei 
anderer Gelegenheit zurückkommen zu können. 
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Es seien swei Funktionell f{x^ y) und (p (x^ y) vorgelegt, die 
in dem Rechteck a, 6; o^, oder A^B^^C^Dq abteiliingsweiie 
stetig fllnd.^) Hieraus folgt, da0 unser fls^enstttek 'durch Pa- 
rallele zu den Achsen in Flächenstücke derart zerlegt werden 

kann, daü /'U, //) in jedem stetig ist. Wir wollen nun durch 
weitere Parallelen zu den Achsen, durch die Linien und 
(Yw Fluchenstücke in elementare Flächenstücke derart zer- 
legen, daß die größte Schwankung fftr ein jedes solches Stück 
kleiner ist, als eine beliebig klein vorgelegt positive Oröße d 
beträgt. Den Wert, den die Funktion im linken unteren Eck- 
punkt eines jeden solchen Rechtecks annimmt, wollen wir dnieh 
C^^ bezeichnen, dann wird die Diffsrens; 

Tom Zeichen abgesehen in den einzelnen Flächenstüoken stets 
kiemer als 6 sein. 

Wir führt n temer eine Hjltstunktion F( j, y) ein, w*»lche in 
den einzelnen Fiächenstücken, wie sie detiniei-t worden sind, die 
resp. konstanten Werte C^ß besitzen soll und setaen: 

Veimöge der gemaclilen Annahrae ist dann ^(-r, j/) im ganxeu 
Bechteck a, by a^, vom Zeichen abgesehen kleiner als d. 
Wir betrachten jetzt das Doppelintegral der Funktion: 

ersiareckt Aber das Torgelegte Redlteck. Wir können dasselbe in 
der Form daxstellen: 

wenn wir unter P^^ das Doppelintegral unserer Funktion erstreckt 
über die Fläche des Bechtecks x^, x^^^^ tfß^i verstehen und 
die Doppelsumme in bekannter Weise nehmen. Wir woUen nns 
nun die Funktion fi^rf) durch die Summe 

F{x,y)-^g(x,if) 

ersetzt denken, dann wir*^ anrh P als Summe zweier Ausdrücke 
dargestellt werden können. Denjenigen Summanden, der sich auf 
die Funktion F (^x, y) bezieht^ bezeichnen wir durch dann kann 
geschrieben werden: 

(3) Q-XS<^.f<i.f 

i) Vergl. die Definition 8. 175 f. 
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In dieser Glfli«hiiBg Mtnftet den Wert dee Doppelintegrales 

der Punktion q>(x,y) erstreckt über das Rechteck x^, y^; ^a+i> 
oder also es ist: 



*o + l V + 1 



(4) Qaß / J vi^ y) ^»^9- 



• IGt diesem Doppelintegral wollen wir ans znnftohst beBch&ftigen. 
Wir k0xiiieii daaselbe zerlegen. E» ist: 

*> ••+! V V+1 V+t 

oder «neb: 

wobei gesetzt ist: 

(5) J^ß — J y gp (j;, etc. 

Für die Grenzlagen modifizieren sich die Resultate in einfacher Weise. 
Unter solchen Umständen erhalten wir im Q den Ausdruck: 

+ C„(/,. - - + -^n) + C„ (J-„ - /n - + -^f.) + •• • - J»,) 

Anf die Bedentimg der Zahlen p und q brauebt nicht nSher ein- 
gegangen zu werden. Die Snmme kann auch folgendermaßen ge- 
schrieben werden: 

^'•.(C^-C^w) +-'^«(C«-C«-i-<>-t,+<;..,-i)- 
Xb ilt der allgemone lUctcnr von J'^^: 

mit Anmalime der VMnmk m der enten Horiiontal- und Vertikal* 
teOie. 
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'Wir nuMsheii nun die AnTnihme, daft die Diffonmen: 

entweder der Null gleieh werden oder aber das Zeichen, welcbes 
sie ftlr einen Wert von u resp. ß reip. a und ß beatien, fOr die 
ülffigen möglidien Werte derselben GrOfien beibehalten. 
Dann kOnnen wir oneere Somme sollreiben: 

« - «/«C« + ^. (C„ - + It, (Co, - <W 

wobei Jlfj einen Mittelwort der Größen «T^q, Jlfg einen solchea 
der Größen J^^ und endlich einen Mittelwert der Greifen /.^ 
darstellt. 

Nun haben die Qräßen J die Werte: 

'^--.r/' •^•^-/Z '•^-// 

wobei die Integration sieh in allen Fillen anf die Fonktum 

9(0^,1^) bezieht und die Punkte sc^, im Innern des Beditsds 

a, 5; öj, 61 gelegen sind. Die Theorie dür Doppelintegrale, die 
Stetigkeit derselben im vorliegenden Falle aufgefaßt als Funktion 
der stetigen unteren Grenzen lehrt dann, daß wir die Mittelwerte 
schreiben können: 



wobei die Größen t, Mittelwerte zwischen a iind Oj, die Größen 
ff Mittelwerte zwischen b und 6^ bedeuten. Der Symmetrie halber 
wollen wir an Steile von noch setzen M^^. 

Damit haben wir Q in die zum endgültigen Schlüsse passende 
Form gebracht 

Um das ursprüngliche Doppelintegral der Funktion ff wo. 
untersuchen, muß jetzt noch das Doppelintegral der Funktion (pg 
in Betracht gezogen werden. Es ist aber klar, daß dasselbe deich 
geeignete Wahl von d Tom Zeichen abgeeeben kleiner genaefat 
werden kann, als eine beliefaig klein vorgelegte GrOfie d' beklgt 
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d kann nun beliebig klein angenommen werden. Unter 
solchen Umständen siod wir berechtigt, das Integral, welches sich 
auf die Funktion gtp bezieht, pinf^nh fortzulassen, ferner dürfen 
mr an Stelle von C^q, C^q, Oq , C^^ der Reihe nach setssen: 
f /"(«if^)» fi^h)^ «»daß wir Ar d»8 Integral: 

te Ansdraek erhalten: 
Jl»/^(m + Jlj (oj, 6) - /(«, d)) + Jf, (/^(o, M - *)) 

El handelt aiofa jetzt nur noch danmiy die Bedingungen, denen 
die Funktion fix^p) GenQge leisten mofi, in eine passendere 
Fom zu hiingen. 
Die DiflSBrenten: 

werden hei immer kleiner werdenden Einteilungen jedenfalls Null 
oder das einmal ÜBStstehende Zeichen heihehalten, wenn dasselbe 
dir die Diffarenien: 

gilt Dabei ist e eine positive von Null verschiedene beliebig 
kleine GröBe, die so gew&hlt werden muß, daß neben dem Punkte 
€ auch der Ponkt x — § auf der Linie A^J>q gelsgsn sein muß. 
In analoger Weise werden die Differenzen: 

die genannten KigeBSchaften erfSllen, wenn die DÜferenien; 

f(a,y)-/(a,y-«') 

es tan. Daher ist t' eine positiye ron Kuli yerschiedene he- 

Uebig kleine Gbröße, die so gewählt sein muß, daß neben dem 
Punkte ?/ auch der Punkt y — « ' auf der Linie ä^jBq gelegen 
sein muB. 

Endlich werden die Ungleichungen: 
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«rflint Mm, wenn die Ungldolraiigeii: 

f(^,y)-r(«-«ty)-f(«.y-0 + ^(3r-*iir-0^o 

beständig erfüllt smd. Dabei bedeuten £ und beliebig kl«M 
positive Größen, die so gewühlt sem müssen, daß neben j, y auch 
die Punkte x — e, y; a;, y — x — €, y — f ' im Tunern oder auf 
den Seiten des Bechtecks ^J^^^e-^o g^^'^S^^ 
Wir wollen die Ausdrücke: 

resp. beincihnen dueh D„ Z>,, D,,, dann erhilten wir am 
folgenden 

Lehrsafg: Versteht man unier f(x. y) tmd (p (x, y) mod JW*- 

tioneti, du: im vorgelegten Bechteck A^B^C^Dq ätMhmff$90eUe tk^ 
siful utid seid voraus^ daß die. Ausdrikke D^, D^, D^^ ihr ZMm 
nicht ändern — die Nuü eingeschlossen^)^ so kann das Inkgr(d\ 

J J Iß) 9 (P> 9)dißdtf 

durch die Summe ersäzt werden; 
M^fia, b) + (f (Ol. b) - fia, b)) + Jf, (f(a, b,) - /{o» b)) 
4- Jtf, (f{a, , h,) - , ?>) - ^) + r(a. h)\ 
foobei mter M^, Jfj, M^, JM, <üe fH>rÄm angegebenen itdegrok 
mn venUhen 9ind, 

Eo möge noch mit wenigen Worten auf die yerBchiedeaen 
Mögliehkeiten eingegangen werden, die in diesem Balse an- 
gedeutet sind. 

Nehmen wir an, daB die beiden Funktionen ^(«) und ^(r) 
im vorgelegten Bechieek stets positiTe Werte besit^n, da0 tmf 

stets die üngleicbbeiten bestehen: 

I) £fl BoU B. B. Torausgesetst werden, dafi entweder sieU 
>0, oder aber stete ^0 bleib! Und gleiehes soU ▼oran sgs i etit 
werden Aber D und D . 
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10 wird die Funktioii: 

difl UngleiehiiiigeB be£riedigeii: 

/(x, y) - f{z 0, f(x, y) - fix, y - ^ 0, 

Hdunan wir iweitenB an, daft 

- ^(sf - O ^ 0 

sei, so folgen für f{x^y) die Ungleichungen: 
DhUens sei: 

so folgen die Beziehungen: 

/■(^, y) - - f , y) - A^, y - O + /'(^ - y - « ') ^ 0. 

In ähnlieher Weise wfirde der vierte Fall su behandeln sein, in 
wdehem: 

ist Nehmen wir feiner an, da6 resp. ^^{y) negative 

Worte annehmen kann, so ergeben sich weitere Möglichkeiten. 

Wir kSnnen aber anoh Funktionen von x und y in Betraolit 
flehen, die sieh nicht als Frodttkt einer Funktion von x nnd 
«ber FnnktioB von y darstellen lassen, am uns tiber die ICannig- 
Itlttfkeit der Fille ins Klare so kommen. Kehmen wir daxu 
(Üe Funktion: 

/■(*.*) -i^. 

wobei wir x und y als positive Größen voraussetzen wollen, so folgt: 

/(«.i')-^(«-».»)<o, ^(*,y)-A«.J'-O<0. 
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Legen wir zweitens die Funktion m Grunde: 

wobei wieder u imii ^ zwei positive Größeu seiu solieu und zwar 
x^y, so folgt: 

A*.»)-rt«-».i')<o. A;a%y)-rt«^f-»')>o. 

ferner 

rt«, y) - rt« - «, r) - y - • ') + f (* - «. » - • 0 > 0, 

wenn x — y negativ, dagegen: 

/■(«,»)- rt« - ». f )-/(*.»- «0 + rt* -«.»-«')< 0. 

wenn das Zeichen von x -~ y das positive ist. 
Weitere Fälle iieleru die Funktionen: 



Der allgemeine Lehrsatz kann nun unter spezialisierenden An- 
nahmen in andere spezielle Formen gebracht werden, von wölcheü 
wir zwei herausgreifen wollen. 

Wir wollen erstens die Annahme machen, daß die Tor- 
zeichen der drei Gröüen D^^ D^, J)^^ die n&mlichen seien, dAim 
erhalten wir den 

Lehrsatz: Haben die drei Ausdrücke D,, D^, D,^ dasselbe 
Zeidim, die Null einge8M>B9en^) und gelten im iM^en die 7<^ 
aueaeUtingen des vorigen LeknaUtes, so ergibt sieh für das Integral: 

m i 

He Darsidimig 

fia, b)Jf 3(»(ar, g)dxdy + (f{a,, h,) - M b)) J fvQ^. 9)äitdy, 

wobei I und MtUd werte gwiscfien a md resp. b und 6, bedeuten^ 
Zweitens wollen wir die weitere Voraussetzung treffen, daß 
die Gröö(? /"(a, b) entweder Null sei oder aber das gemeinsame 
Zeichen der Ausdrucke 2>^, D^, D^^ besitae, so folgt der 

I) VeigL die Kote 8. 182. 
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LekntOgx JJo&m die AusdrHOie f(a, h), i),, D^^ dag 
fiMidke SSeUhm^ die IMl ekiffuMtesm und ffdtm im i&rigm 
dk frtiker angegdmen Ycrmaedmimgm, so finM die Bem/ämug etaU: 

trade» ^ und MiUdwerte zwischen a %md resp. h und \ bedeuten. 

f 6. Smtemg i«r aHsemeinen FoaiiwMkii Mk% nrciar 

TMTlitoUehcr CMAea. 

Die NEUMANNSche Methode der Suiiuaiening der FouRiEuschen 
Reihe einer veiünJerlichen Größe heruht einerseits auf dem zweiten 
Mittel wertsatz für einfache Integrale, andererseitä auf einigen 
Eigenschaften der trigonometrischeu Funktionen, insbesondere 
sind es die folgenden Ungleichungen, die in Betracht konunen: 



<2«, 



&U8 die Beaehungen beeteben: 

0 ^ a ^ ^ «, 



1/ ^W«»' 



msrsin^a' 



öüls die Beziehungen bestehen: 

0 < o ^ Ol ^ «. 

Der Satz, welcher im Gebiete der Funktionen zweier veränderlicher 
Gröfien dem Mittelwertsats der einfachen Integrale entspricht, ist 
abgeleitet worden, ebenso einfach kOnnen die den üngleiehongen 
I und II entsprechenden Beziehungen entwickelt werden, 
fleiseii wir den absoluten Betrag dea Integrales: 

ä » 

^ch A^^y so ist; 

I ^, < i«» 



IS- 
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falls die Uiigleichtiiig«ii bestehen: 

0 ^ a ^ aj ^ TT, 

^ ^ m sin ' 

ikUa die Beziahangen siftttfinden: 

0 < a ^ Ol < 

weim die Unglaidiangaii bestellen: 

0 ^ o < ^ «, 

^ ^ mn«» ein |a sin"j5 » 

wenn für die Gröben a und b die Beziehungen existieren: 

0<b £bi^%. 

Als Pkoblem der Foirnnmachen BeOien nonmerten wir das Pkoblem, 
den Grensweit yon: 



—n — « 



unter deu gegebenen Bedingungen fiir m = oc und w = cx^ zu 
bestimmen. Wir wollen u).' Faiiküuu /'noch weitcttii Ijediugungen 
unterwerfen, indem wir ajinehmeu, daß daü yuadrut - - tt; 

n durch Parallt lt n zur x- und zur Achse in eine endliche 
Anzahl von Kechteckeu derart geteilt werden kann, daß die 
Qrößen D^., D^, Werte besitzen, die innerhalb eines jeden 
solchen Rechtecks ihr Zeichen nicht ändern. Wir wollen das 
kurz so ausdrücken: Die GrOAen 2>^, D^, T}^^ ändern abteUttngf' 
weise iltr Zeichen nidif ier auch die Größen D^, D^, D^^ be- 
halten abteünngsweise ihr Zeiehen beL 
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Der Einfachheit halber wollen wir uns zunächst r — r/ — 0 
gt$ii7.i (lenkeo, uns also auf die Betrachtung des Integraieä be- 
achriliikeix: 

jr f€ 

DieMlbe mkgen wir in die 8itmme Toik vier Integralen: 

00 Ojt /rü n n 



n n 

SS' 



Wir wollen nun Linien jc = m^, x = etc., — Vj, y = etc. 
(uj, tij, . . f'j, r,, . . . der Orößf nach g-eordnet) derart ziehen, 
daß das Quadrat 0, 0; ny it in Heclitecke geteilt wird, in weichpu 
die rJrößen D^, D^, D^^^ ihr Zeichen nicht ändern. Überdies 
ziehen wir die Linien x ^ u^y ^ ^o* Torftusgesetzt, daß die Un- 
gieidmngen bestehen: 

ünter diem Vonrassetsiuigen kOnnen wir schreiben: 



n 71 



Iß 



9 V 

wobei unter die Integrale ttber die Mnzelnen Bechteeke sa 
f erttehen sind nnd die Snmme Uber alle Reehtecke zn entreeken 
iit, in die wir das Quadrat 0, 0; n geteilt haben. 

Die Größen T^^ z^follen in Tier Tenehiedene Arten: 

1 J f r(«. v)A^(u)j1,{v)dudv. 



Kich dem Mittolwerteatse können wir dieses Integral schreiben: 
/•(O, 0)jy + (/-(tio, 0) - rtO, 0)) / j + (/-(O, - AO, 0;) J j 

0 0* 4 0 0 9 

+ (/"(«o. ^o> - A%. 0) - AO, V + AO, 0))|j , 

Matli.-J>li7t. KUsM im IB 
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X88 U. KkAon: 

wobei die Doppeliniegnle sieh auf die Fonktioiieii ji^{u)jjf) 
benebeii und i^, {|, ii^ die Mher definierteii Hitftelwert» be- 
deaten. 

Sine zweite Kategorie TOn loiegralen hat die Foim: 

wobei t'^ jedenfalls von Noll Terschieden ist. Nach dem Mitttl- 
wertiatae folgt, daft wir dag Integral sclireiben kdnnen: 

+ (/*CO,t;^+,)-AO, ty)J J 

^1 VI 

wobei die Größen und r;^ jedenfalls größer sind als Null. 

Nennen wir die obere Grenze des absolnteu Betrages von 
f(u^v) im Quadrat 0,0; n^niMy so folgt, daß unser Integral 
dem absoluten Betrage nach kleiner sein muß als: 

MM 
üfiD-l«^' 

also erat recht kleiner als; 

3QM 
min^m^ ' 

£ne dritte Kategorie von Integralen hat die Form: 

a-f-t Vo 



m 

a 



Mit ihnen Ijann ähnlich verfahren werden, wie im Falle II Ein 
jedes solches Integral ist dem absoluten Betrage nach kiemer als: 

86 If 
in sin -l-e« ' 
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Endlich bat eine vierte Kategorie tob Integralen die Fonn: 

wobei sowobl als aucb Vß Ton Kuli verscbieden üt Naob 
dem Hiitelwertsate kaiin ein jedes sokbes Integral gesebrieben 
woden: 

•a + l V+t *a+l V+l 



wobei ntimnebr die GrOBen t^j von Knll yerschieden sind. 

Hieraus folgt dann, daß der absolute Betrag dieses integrales jeden- 
iaüä kleiner ist als: 

M M 

3r*faii siii ^ ein ' 

Die Zahl der Integrale in einer jeden Kategorie iat eine endliche» 
In der ersten befindet sich ein einziges, in der zweiten möge die 
Anzahl fi, in der dritten v sein, dann ist sie in der dritten gleich 
nnd yrir erhalten, daft die Summe der Integrale der drei 
bteken Kategorien kleiner ist als: 



«sin^r^ m sin ^ :r'mn sin sin -^t?^ ' 

Die Wahl von u^, t?^ ist innerhalb der gegebenen Grenxen eine 
willkftrlidie. Wir kOnnen nnd wollen sie so klein wftbleD, daft die 
AnadrAcke: 

/K, 0) - rto, 0), f(o, t^,) - f{o, 0), 

die im ersten Integrale auffareten, vom Zeichen abgesehen» kleiner 
Mden, als eine beliebig klein Yoigelegte positiTe QrOfie betrSgt 
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Die Faktort-ü dieser Ausdrücke sind jedenfalls unter oinpr und 
derselben festen endlichen Grenze, vom Zeichen abgesehen. Wir 
können also n^, % so klein w&hlen, daß die Summe: 

(/•(s. 0) - AO, 0)) /y+ (rto, -rto, 0)) y j 

+ (TH^t'e) -A«b.O) - AO,t;o) +A0,0)) 



Yom Zeichen abgeieken, kleiner bleibt, als eine beliebig Uesn tvmv 
gelegte GrOfie i} betrtgi 

Halten wir einen Wert von Ug, fest, so kann fOr m und 

« eine Grenze G derart gefanden werden, daß für alle m und n, 
die größer sind als 6\ ein jeder der drei Ausdiücke: 

kleiner wird als ^. 
Das Integral: 

ir >r 



unterscheidet sich dann von 



jedenfalls um weniger als 4 jj. Lassen wu nun immer 
kleiner und kleiner werden uud demgemäß m und n in der an- 
gegebenen Weise immer größer und größer, so nähert sich der 
letzte Ausdruck bekanntlich dem Grenzwerte: 

m 0) 

Ans der Art, wie wir «q, Vq gewthlt haben, folgt, daft wir den 
Gtenswert unseres Integiales genauer sehreiben können: 

A4- 0. + 0) 

4 

Damit sind wir im wesentlichen zunächst am Ziel, denn die drei 
anderen Integrale» welche über die Quadrate 0, ~sr; «| 0; 
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— «, 0; 0, it\ —TT, —7t; 0, 0 zu erstrecken sind, können ganz 
ihnlich tmiersucht werden. 
Wir erhalten dann den 

Lefirsalz: Ist f(T,y) im Quadrate —n^ —n-^ n^n ahteilun^s- 
wtisf steti/j und hhaltni die Größen D^, 2)^, abteümiifswei&e 
ihr 2kkhen bd^), so ist die Orense des Integraks: 

(A) J Jf{u,v)A^{u)A^{v)dudp 

— ft -n 

/tBr m und « gUidk mendUeh 

W t(A+o, +0) + A+0, -0) +/'(-o, +o) + A-o, -0)). 

Damit ist der spenelle Ml ««-0, y«-*0 erledigt Im all- 
gemonen Falle gestaltet tksh die Betraefatuig so ibnHcli, daB 
wir Ten derselben fUglieh abaeben kfinnea. Nebenbetraobinngen 
aod nur Ar die Ecken nnd Seiten des Quadrates in, — 7t, tc 
oforderiidi. Wir beschränken uns darauf, einen Eckpunkt, den 
Eckpunkt tt, n gesondert zu betrachten. 

Es kommen die vier Integrale in Betracht: 

//■ -//• -//• // 

die s&mÜich für die Funktion: 

ZU bilden sind. Das erste Integral können wir schreiben: 
JJ r (- 1, + «, - 1; + «) (u) 4, (l^) diS 4«, 

0 0 

dar Grenswert desselben ist also: 

\{f{n - 0. « - 0). 

1) Vgl. S. 182. 

2) Eh ist das nur eine (auch im folgenden beizubehaltende) 06- 
gekürttt Ämdrux^ksweüe. Eigentlich muß es heißen: Dm Integral {Ä) 
hmtrgiertj falls man m'^G und n"^ G sich denkt und G ins Üf^ 
ssäXüdie amwadtsen läßt, gegen eine feste Ormsef umä 4isss feste Orenss 
fttl den Ai (B) angegebenm Wsst — Tesgi 8. 190. 
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Bm zweite Integral kftaaeD wir «ebreiben: 



II' 



f{—u-\-n,v — n)ji^(u)A^(v)dudVf 



und des Tierten: 



B 



der Grenzwert desBelben ist aUo: 

i(^(«-0,-« + 0> 

Analog wird der Grenzwert des dntien: 

o,«-o) 

also wird der gesuchte Grenzwert selbst: 

i(/\«-O,»-O)+/-(«--O,-«-fO)+/-(--7r-i-O,«-ü)-i-/(-»+O.-z+0)) 

Wir ikssen die Besaitete ta- 
sammen im folgenden Lebrsats: A 
f{xy y) im Quadrak — «, — «;«,« 
äbMkmgswehe stetig und hMtm 

die Größm 7)^, B^^ äbteilungs- 
I j jj iceisc ifir Zeichen hei^ so ist dar 

" Grenewert des Integrales: 

^ ^8 für die Eckpunkte C,Ci,Ci,Ci9leick: 

l(f(jf-O,«-O)4-rt-»+O,«-O)+/(jr-O,-«4-O)+/(-i«+O,-«+0))^ 

für die übrigen Ptmkte der Säten CjCj und CC^. 
^(-«+0,»+0)+r(«-0,»+0) + « + 0.» - 0) + f(« - (Mf-0)), 

für die übrigen Funkte der Seiten CC^ und C^C^i 

i(f («+0, -«+o)+/'(«--o, «-0) -I- f - 0, - « + 0) -h K»- 0, « - 0)). 

/tir du Punkte im Innern des Quadrates: 
i(/'(« + O,y4-O)+^(«-O,y + O)-|-/'(«+O,y-O) + rt«-O^f-0)). 

I 7- SimmlenuijE: spesieller Feirierselier ReilieD. 

Neben der allgemeineu Fourierschen Beihe werden noch^ wie 
schon im ersten Paragraphen bemerkt wurde, eine Anzahl mehr 



j 



Ä 






n 
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fpeaeUtr Beihen betrachtet. Es soll das etwas näher auseinander- 
gssfftit werden. Wir nehmen dsxn so, dsA eine Funktion f^so^ff) 
der im vorigen Psragnplien nSher skizsiezten Art nur im 
Beditsd — ff, 0; JC| ff oder was dasselbe sagt im Beohieck 
CJOD^Cj^ gegeben seL Dann k0nnen wir dieselbe aoßerbalb des 
Beditocks beliebig definieren. Wir wollen zwei Festsetsongen 
Man: 

(i) Es sei f(x, ~ y) = f(x, p\ 

(b) Es sei /(a^-Jf)--rt«,|f> 

In beiden Flllen ist im Beditei^ ^ yt^ — n; n je eine 
Funktion eindeutig definiert. 

Wir nehmen den ersten Fall und denken uns die Funktion 
in eine allgemeine Fouili^i^che Keihe entwickelt, dann wird: 

a^^^^^^J J* f{uj 9) cos m OOS sv du dp^ 
— * — * 

oder also: 

-f-Ä 0 n n -{-Tt rt 

•-r,-.,-;^J f+hf J^^'J /V(«^t»)cosriicossi»d«<li». 

^M—n —I» 0 — J» 0 

Ganz analog nimmt a^.« die Gestalt an: 



wahrend die übrig bleibenden Koeffizienten a^^^ und a.^^^ Ter- 

schwinden. 

Unter solchen Umständen erhalten wir den folgenden Lehrsafe'. 
Li f{x,y) im Rechteck CDC^D^ abteiimu/^iccise stetig nnd ändern 
die Größen P,, D^, obi^ungsweise ihr Zeichen nicht, hesUem 
ftmer die Gröfim a,^^^ und die porkm amgtgebenm WerU, 



2 ^«-f sin r« + Älr.-t cos r«) cos $$ 

rfmO t«e 

für rn und n f/lndi imendlidi die folgenden Qrenewerte an: 
i) fitr d*e JiickpmdUe D, J)^i 

i(f(-«+o,+o)+r(«-o,+o)), 
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2) fUr die EOpmkU C, C^i 

\(f(- 7f + (\ ir - 0; 4- - 0, Jf - 0», 

3) fik die Ubrigm Punkte von DD^i 

i(f(x + 0. + 0) + fOr-O, + 0)), 

4) für die uhrujen Pi^nkte von CCi', 



i (/"v« + 0, « - 0) + f{x - 0, « - 0)), 

5) für die fi5r^ Fmikte wm CD md C^D^: 
i(/'(~ff+0.i^-i-Ü)-i-/(;r-0,i^4-0)-HA- -f 0,y - 0) + A«~0,y - 0)), 

6) für die JSmUe im Imem des Becktedtsi 

i(/'(a^ + O,y + O)+/'(«-0,y + 0) + A^ + 0,y-0)H-AaJ-O,y - 0)). 



w&hrend die übrigen Koeffizienten verschwinden. 

Unter solchen Umständen erhalten wir den folgenden: 
Ld^rsaie: Ist f(it,p) tu» Jiechteck CDC^D^ at^tOrngswate 

stetiff und ändern die Qrößen 2>., J>^, D^^ dbteHnngsweise ihr 

Zeilen mdU, besüMen femer die Qtößem a^^, wnd a.^^« die so^em 

angegebenen Werte, so nimmt die Snmmei 



für m und n gleich unmdUch die folgenden Grenzwerte an: 

1) Für die SeUen CC^ und DD^ den Werf Nuli 

2) Für die üMgen PunkU der Seiten CD und C^2?j die Wertet 

i(r(-«+0,|f +0)+f(if-0, y 4- 0) « 4. 0,f- 0) 4- f(n - 0, y - 0)), 

3) Für die Punkte im Innern des Rechtecks die Werte: 
KA«+0, jf-f 0) + A«-0,y-hO)+A«H-0,f - 0) + f(» - 0,y - 0)). 



Jetit msudim wir die iweite Annahme: 
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Ganz analog wtre m Teiftilireiiy wenn die Funktion nur im 
Beehteek CBB^C^ gegeben wtrei Es wttarde dnnn nnr eine 
YeitanMliiing von » nnd jr statt n finden haben. 

Wir woUen jetzt endlich annehmen, daß die Funktion nur 
im Quadrat 0, 0; tt, n; oder was dasselbe sagt AB CD gegeben 
sei Außerhalb desselben, für die flbrigen Punkte des Quadrates 
CCjCgC;.- können wir sie dann beliebig delinieren. Wir machen 
Tier Annahmen; 

/*(-«• y)-/*(«»y)t 

(b) 

W fip^ - 1^) - - y)» 

In allen Tier FUlen ist je eine Fonktton im Quadrat CC^C^C^ 
aindentig definiert. 

Im Falle (a) zmgt es sieh, daß der Koeffizient a_^^.« die 

Pom annimmt; 

«_r.-, = ^ ^(«» ^) CO» <»• S«liud0, 



während die übrigen Koeffizienten verschwinden. 

Unter solchen Umständen erhalten wir den 

Lehrsatjs: Ist f(x, y) im Quadrat AB CD abteilmgsweise 
sidig und andern die Größen D^, D^, D^^ abtdhm/fsweise ihr 
ZMm nkkt, letUäm femer die Mßm a^r,^^ die aoOm 
gegdmm Werh, 90 nimmt die Smmite: 

^^ qLr,< cos rx cos sy 

für m und n glekh unendUch die folgenden (xrenewerte cm: 

1) Für dei^ Pmikt A dm Wert r(+ 0> + 0). 

2) n » « ^ » « /*(+ 0, ir - 0), 

3) n V » C „ » /(» — 0, TT - 0), 

4) n « » 1> » n /*(«-0, +0), 
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5) (ür die übrigm Funkie der. Seite AB: 

W(+ 0,y + 0) + r(+ - 0)), 

« 

6} für <Ue übrigen Funkte der Seite AD: 

I (f(x 4- 0, + 0) + - 0, + 0)), 

y) ßr die übrigen Fimkte der Seite ÖD: 

\(f{% - 0, y + 0) + o,ir- 0)), 

H) für die übrigen Funkte der SeiU BCi 

\{f{x + 0, «- 0) + 0, « - 0)), 
9) /Kir die FmkU m Im^rn des Quadrates ABCD: 
1 (/ + 0, y + 0) + /-(x- 0, y-O)+r(aP+O,3f-O)+y(«-O,jf-0)). 

Damit ist der Fall (a) erledigt. 

Wir nehmen jetit den Fall (b> Fto diesen i aU wird: 



wÄhrend die übrigen Koeffizienten verschwinden. 
Unter Bolchcoi ümstftnden erhalten wir den 
Mrsate: Ist f{x, y) im Quadraie ABCD ahteümgsicfise 

Mig md ändern die QröfUm D«, J>^. ahteUnrngsiceise ihr 

Zeinkm nkM, hetOeen ferner die QHifUn a^,« die SMbm en- 

gegebenen Werte, ea nimmt die Smmne: 

^^a^^^mirxBinsg 

fOr m und n gM*^ unendtidi auf den Seiten des Quadrates dm 
Grengwert Nua an, während sie im Innern den Wert hesUet: 

i(/'(« + 0,y+0)-f /U-0,y+0)4-/*(*+0,|f~0)-i-A«-0,|f-0}). 
Im Falle (c) wird der Wert von a_,^, gl«ioh; 

*-r,« " ^ ^J* 1?) OOS ri« sin svdudv^ 

wShrend die tthrigen Koeffizienten yerschwinden. Er ergibt aieh 
uifolgedesflen der 
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Lehrsatz: Ist fix, p) im Quculrate ÄBClJ abteilurigsiceise 
sfffip und a/ithrn die Größen T)^, V^, J)^^ abteihtngswe'isc ihr 
Zeicheti nkht, besitzen ferner die Größen a^r,» soeben an- 
gqftibmm Werte, so nimnU die Summei 

^^alr,, cos rflf am $p 

r«>0 »Ml 

für tn und n gkidi ufWfidlidi die Grenzwerte an: 

1) die SeUem AD md BC dm Wert NüR, 

2) fUr die ÜMgen Pmikie der SeiU AS: 

Wi-i- ü,y + 0) + fi-^ o,3r - 0)), 

3) ßr die Übrigen PmMe der 8eUe CJD; 

+ 0) + fin - 0,y- 0)), 

4) für die Ihinktc im Inmm des (Quadrates: 

i(rCr + 0,y + 0) + /•(a?_ay-0)+f (»+0,y-0)+f«»-0,y-0)). 

Der Fall ( d) ist ganz analog zu behandeln. 

Damit sind such die speziellea Fälle zu Ende geführt 
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über einen Versuch, 
eine Einwirkimg oltraTioletten LiehtB auf dei 

elektrischen Widerstand der Metalle zu finden. 

Von 

Auf Veraolassuiig von H«nii Prof. Wmm vnleniahin ieh ei 
m untersoofaen, ob sich bei BeBtrahlimg mit ultraTiolettem lidii 
der elektrisehe Wideistaiid einer dflmien HetaUsehiclii iodtait 
um dadnrcb zu erkennen, inwieweit es sich bei der entladendeD 

Wirkung solchen Lichts auf MetÄlloberflächen um eine Wirkmig 
aui' die elektrischen Eigenschafben des Metalls selbst handeln 
könnte. 

Da ein rnoßVjarer Effekt iü dieser fiichtung, wie voraus- 
geschickt sei, tiidd gefunden wurde, so kann sieh dieser Bericht 
auf eine Beschreibung der Experimente beschränken, ohne die 
theoretische Möglichkeit der gesuchten Erscheinung zu diskutieren. 

Ais ultraviolette Lichtquelle diente die i — 2 cm lange 
Fnnkenstreeke eines sehr großen Induktoriums zwischen Alnminiam* 
elekfcroden. Ihr sehr lebhaftes Licht fiel aus möglichst kuiser 
Entfernung (ca. 4 cm) entweder direkt oder noch durch eme 
Qnarskngel konientriert auf die zu untersuchenden HetaUsehichtsD, 
die als durchsichtig dünner Spiegel auf einer Olasunterlage aus- 
gebreitet waren. Diese Metallspiegel bildeten dann einen Zweig 
einer möglichst empfindlich gemachten (s. u.) Wlieatstoneschen 
BrückenkombinaTKni. Sie waren in der Stromrichtung etwa 2 cm 
lang und quer dazu i cm breil; >ie wurden stets in ihrer ganien 
Ausdehnung besirahlt. Die Stromzuführunt: geschah durch auf- 
gesetzte Quecköübcrtropfen. Benutzt wurden Platinspiegel von 
ca. 50 Ohm Widerstand, die auf Glas eingebrannt waren, und ein 
Spiegel aus Antimon, yon 37 Ohm, der als Niederschlag aus einer 
SbHy-Fhunme auf Glas hergeeteUt war. 
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Di« sehr merkbare Wirkung der ErwSmniiig bei der Be- 
fbaklniig ließ sieb tnnftebat mit Erfolg dm'ch einen mit dem 
WaeaenteblgebUse »of den Spiegel aufgeblasenen Lnftetrom be^ 
•dtigen, oder wenigsten» soweit snrfloUialten, daft das Galvano- 
meter in der Brücke nur noch eine ganz geringfügige Bewegung 
«igte. Jede Wiikong des nltraTioletten Lichts sdlte nim — 
«ad swar wohl unabhängig von speziellen Yorstelliingen darttber — 
momentan erfolgen, sieh also von dieser Wftrmewirkujig sicher 
antersdbeiden lassen. Um sie zu erkennen, wurde eine dünne 
Glasplatte, die zu liegiuu des Versuche das ultmviolette Licht 
abblendete, plötzlich weggezogen, wahrend das Spiel der Funken - 
strecke immer in gleicher Weise fortjring. Weder bei den Platin- 
spiegeln noch bei dem Anümonspjegei blieb nun ein meßbarer 
£iekt ViU-iLr 

Zum Schluß wurde durch Widerstandsverändenmg eines 
andern Zweigs der Kombination konstatiert, daß eine plötzliche 
Wideistandsänderung von 5 - 10~~ * des normalen Wertes der Be- 
obachtung nicht entgangen wftre, daß also der gesuchte Effekt 
«Hier Vieooo % ^i^g^^ mflßte, wenn er überhaupt vorhanden ist. 

Hezm Brof. Wibmib sei an dieser Stelle noch der hersUcbste 
Diak fttr seine firenndliohe ffilfe bei der AusfBhrung des be- 
idniebeBen Versaehee ausgesprochen. 
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SITZUNG VOM 6. JÜLI 1903. 



Der Vorsitzende erinnert, an den Verlust des auswiirtitfon Mit- 
gliedes üebeimiat Dr. Kajil Gkoexhalu in Heidelberg. Ein au die 
Witwe ergangenes Beileidschreiben ist von dieser brieflieb verdankt 
wotdan. Die Bitte des Hemi Dr. Lipps um ErUnbnis sor BenutBOiig 
dM FManm-Aiehifeg wird bewilligt. Die iM.*1iift. KUme itellt dm 
Antng, dA0 lieh die mAtii.-ph7i. Klaiee an der Eingsbe einee Qe» 
miehee an den Hexm Eeicfaabuuler betr. die Sohafiimg einet iriiiett^ 
sehnlÜL Poetent in Kaito unterachriftfieh beteiligen möge. Wiid «t« 
genommen. 

Bei der Gebortetegifeier 8. IL dee Kdnige am i. Augnet d. J. 
wird Herr Gnom einen Vortrag halten. 

Die Henen Prof. Dn Coüdim nnd Dr. Fknoona eoUen ala 
ordentl. Mitglieder in der nSelurten OesamtiitziiDg präsentiert weiden. 

Der Vorschlag eineu anfierordentl. Hitgliedes dnrcb die Henen 
CiKDinni und Znsn. wird in der nftehiten Sitsnng cnr Abeärnninng 
kommen. 

£s wird die Jahrearechnting für iqo2 vorgelegt, sowie die Beoli- 
nnagen über die Gdttioger-, die H&riel- und die Mendeetiftong. 

Vortiige halten: 

Hen Se naiMia : Beitiftge rar Theorie der linearen Tranafoimatioiran, 

ala Binleitang in die algebfaitcbe Invariantentheorie. 
Herr 0. Fiscnn: der Gang dee Henichen. 5. Teil Die iTmamaAS^ aaa 

IlAiii«i«hwitia tti M ■ 

Beiträge zur Tin orie der linearen Transformationen, 

als £i]il«itu]]i^ in die algebraische Invarianteiitheorie. 

Von 

W. SOHBIBIISB. 

Auf Grund älterer VorlesnngsanfieichDimgen soUen im Fol- 
genden einige Eigenschaften der linearen Substitntionen, nebst 
Anwendungen auf die In?ariantentheorie der ganien Fonktionfin, 
die AnflSenng algebraiflcher Oletchnngea und die Bednktton 
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elllpitiBciier Differentiale entwickelt werden. Der VerÜMner Ist 

dabei weniger von der Absicht ausgegangen, noch unbekannte 
Sätze oder neue Methoden ab/.ii leiten, sondern \\ünscht vornehmlich 
durch die gegebene Darst^lluiiL': das wissenschaftliche Interesse 
des Lesers für die betrefFeTideu Gebiete zu wecken und ihiu äq 
einem eingehenderen Studium den Weg zu bahnen. Immerhin 
glaubt er hoffen zu dürfen, daB trotz des vielfach elementaren 
Charakters die Arbeit nicht ohne Interesse auch für den erfahrenen 
Mathematiker sein werde. T)er Beurteilung der Fachmänner 
nnil es ftberlaasen bleiben, ob die Venneidiing der qrnbolisehen 
IMioden, sowie dar homogenen Formen, sor Srleiditenmg des 
Veistftndniasefl ftr den Anfänger beimtragen geeignet sein möchte. 

L Die liieare Traiufoniatien gamer FnahtieneB. 

I. 

Das der neueren Zeit angehörige Studium der invarianten 
Eigenschaften der Funktionen ist rasch von hervorragender 
Wichtigkeit für Analjsis und Geometrie gewordtü. Oleichwnhl 
sind verwandt^ Betrachtungen den Mathematikcm liingst ;;eläufig 
gewesen. Mau kann z. B. die Aufgabe der Integralreuhnung als 
ein Problem der Invariantentheorie definieren, denn ein System 
IMerentialgleichangen integrieren heißt nichts anderes, als die- 
jenigen Funktionen aofimcben, welche konstant, also invariant 
Ueiben, wihrend die Vaiiabeln sich den Bedingungen der AiaiQgabe 
gSDlB beliebig Andern dOrfen. 

Sollen t, B. gegebenen&Us die Differentialgleichimgen erfllUt 
werden: 

10 bleiben iwei von einander nnabhingige Funktionen 

»PM und jp* + jf* + IT* 

invariant, welche Werte die Variabeln xyz auch sonst annehmen 
mSgen. Wenn die Difiierentialrechnung sich mit den Gesetzen 
der Yerftnderlichkeit beeehAftigt, so hat im Gegensatz hier/u die 
latagiihreehnung zu untersuchen, was inmitten dieser Yambilitit 
msttnderlich bkibt 

Analoge ProUene Meten auf elementareiem Gebiete in 
Theorie der gansen Funktionen, z. B. bei ihrer linearen 
TuBsfiamatum: man kann fragen, was bei der dadurch bedingten 
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Veränflerung konstant hlelM. Oeoraetrisch üpfert die Trans- 
t'ormatioQ der Koordinaten invariante Ausdrücke idr die orthogonale 
Subsütutioii, wenn man bedenkt, daß die Werte 

— »• + • + oder rr, OOS 9» xx^ + y i^i + 

unabhängig sind von der Bichtung des zu Grunde liegenden 
Koordinatensystems, ebenso wie die bekannten Formeln 

und 

X ff ß 

^ y% h 

Diese Ansdrllcke bleiben demnaoh inYariaat, wenn man die 
Koordinaten xp0 . . . durch lineare Ausdrucke ▼on der Fom 

a9 -h cz ^ ax-^h'ff-^c'g^ a"« + + c "je?, . , . 

ersetzt, wobei die nenn Koefifixienien den bekannten Bedingungen 
a- -H 6- + c* I , aa + bb' + cc' = o u. s. w. 

nniemvoirfeu sind. 

Als die Enten, welche in den Jahren 1841 — 45 auf die 
Wichtigkeit der einschlagenden Transformatiottssitfe hingewiesen 
haben, sind neben den Englftndem Boolb nnd Gatlbt, die 
Dentsdien EnsHSTBiK nnd Hbsse VOL nennen. ^) In BetaneflT des 
weiteren Ausbaues naroeotlieh der aigehraiscJim Inyariantentbeorie 
mögen hier nur die Kamen Cayley, IIermite, Abonuold^), 



1) Boolb, Researchea ou tbc theorj ol" analjtical Tranafonnations. 
Cambridge Mathem. Joumiü Bd. II, 1841. ~ Boolx, Exposition of a 
general theoiy of linear tiansfoimationB (Bd. III n. IV, 1843). — Caxlmt, 
On fhe the(»7 of linear laansfoimationfl (ibid. Bd. IV, 1^45). — Gatlbt, 
Sur denx formules donn^ per Msa, Eisamrani et Hnsa (OreUet 
Jonmal Bd. 29, 8. 54). EnasTini, Allgemeine AoflOenng der 
Gleichnngen von den Tier ersten Graden ((3reUe Bd. 37, 8. Si, 1844). 
Über eine merkwürdige identisehe Gleiehong (8. 105). Über Ans- 
drflcke, welche bei der Auf lOmmg der kabisehen Gleidinngen encbeinen 
(8. 319). — Hasts, Über die BUminatton der Yatiabeln ans diel al- 
gebraischea Gleichnngen (Grelle, Bd. 28, 8. 68» 1844). 

2) Für die Invariantentheuie der ganzen homogenen Funktionen 
dürfen wir die Abhandlung voo Abowbold Über eine fundamentate Be- 
grümdung der InwirianUiUheorie (Crelles Joonal Bd. 63, S. a8i — ^345) 
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Sylvester. Clebsch, Gordam, Bjuoschi . . angeführt werden, um 
das Interesse zu beseiehnenf welches die herrorragendsten Matiie- 
matiker dem Gegenstände gewidmet haben. Auch an znsammen- 
fiusenden LehrbHoheni fehlt es nichts wie tob Gi<bb80H, Balkon- 

RbDLEB, FaI DI BBtmO-NÖTHBB, QoBDAN-KBBSCHmvSmilSR IL A. 

In den letsten swandg Jahren aber hat die äStgemtme Inyarianten- 
tfaeorie anf den vetschiedensten Gebieten Anwendung und un- 
geiJmte Ausdehnung jgefbnden. 

2. 

Beyor wir ans cur elementaren BarsteUtug einiger Fan- 
damenialsStse der Inwiantentheorie wenden, wollen wir noch an 
einige Eigensdiaften der linearen Transfbnnationen erinnern, aof 

welche schon Möbius seine Theorie der IcoTl^MO/rmy der affinen 

und der Kreisvertratxdtschaft gLgrlmdet hat. 
Bei der koHiftearen SubstituUou 

entspricht jedem Ptmkie der Ebene ein sngeordneter oder 

koUmear verwandter x'y'. Aus den Elementen der projektiven 

Geometrie ist die iuvarianz des MöBiusschen Doppel Verhältnisses 
(ratu> hisectionalis) /wischen je vier in einer Geraden liegenden 
Punkten bekannt, wie auch leicht auf dem Wege der analytischen 
Hechuung gefunden wird. Wir schreiben zu diesem Behufe 

|y = a'x' + 6 -f c, a. &w., 

wo die Koeffizienten um einen beliebigen gememsamen Faktor 
anbestimmt bleiben, äetzt man femer 



a b e 

1 = a 0 c 



A' — c' ' Ci^a\ -B'«« - a^c, C' = ca' - ac\ 
A^'^a'bQ'O^h^ B^^a^b-b^a^ C^^ab'-ba\ 



als besonders wichtig beseichnen, denn obglddi AaoiiaotAa ünter- 
•sehnagen 40— $o Jahte nirfickliegen^ so sind sie doch in ihren Fol- 
gmgsn noch Jceineswegs «schöpft wonton. 

It^-fkf.JOtm» m». 14 
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dann wird 



0^ Ih ^ B^C - C^JB, 



u. s. w. 

Wählt man nun in der beliebig gelegten x- Achse die 
Ponktd dTi, und denen vermöge der kollinearen Snb- 
flütation resp. die Punkte x^f^^ x[y[^ x'^yi, und x'y' entsprechen 
sollen, so liegen die letzteren nicht bloB sgmtlicfa in der Geraden 
a'«' ^h'y' + e' o, sondern ihr Doppelverhältnis bat den Weit 

X, {X - ^ ij^l^! • ^^ -^-Ifgj) 

wie sioh naeh Elimination der Koordinaten jß' obne Sehwietigknt 

ergibt Wir können also sageu, daß die Fmiktion 

^ ^'f 

eine Inrariante der betreffenden kollinearen Snbstitiition bedeutet 
Da um die gewShlten Punkte in 0iner beliebiflen Qeiraden beffce 
können, ao darf man allgemein das Doppelwblltnis 

!>• - A P-Pi 

ffir je vier «ner Geraden angehörige Puikte p^Pi pf und p eb 
koUinear intaiiant anieben. Außerdem ist bekannti daß eine be- 
liebige Yertansohimg der vier Punkte imtereinander nur in den 
seehs Werten 

P, p, i-P, ^zrpf pZTi "F" 

fährt, welche gleichzeitig invariaut sind. 

Femer betrachten wir die lineare Substitation der offmm 
Yerwaadtsohaft: 

welche als Rin spezieller Fall der kollinearea SnbstitutioD f&r 
£ «1 I erscheint, und von der schon Möbius gezeigt hat, d&ß 
nebm dem DoppelrerhiUtnie von je vier Ponirten in einer Gendm 
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auch die entsprechenden Fllichent«ile oder Figuren ihrem Inhalte 
nach invariant bleiben. Wenigstens ergibt sich Iiis, wenn die 
Determinante ab' — ba' ~ ± i ist weil die Gleichung 

gilt, sobald man den Koordinatenurspmng nach dem Niülponkte 
nriegt, und weil der lolialt jedes Fl&chenteils in Dreiecke von 
der Form 7(^1^1 -^Jf^) zerfällt gedacht werden kann. Hat 
<6' — ba' einen von der Einheit verschiedenen Wert, so folgt 
itett der Gleichhdt nur die ProportionalitSt der entsprechenden 
Innren: den Fall a6' — 5a^ — o dfliÜBn wir dabei ausicUiaBen, 

weil alsdann ^ _^ ««= const. sein würde, also die Funkte xt^ nur 

m einer bestimmten Geraden liegen könnten, wihrend im Übrigen 
die Punkte s'p* ins Unendliche rüoken. 



3. 

Ton besonderem Interesse ist noch die Untersnchnng der 
ä Bg m eimm lineemn Snbstitaüon von der Form 

1 j . f^l^^ bp + d 

uM + ^i> + Cä + (l-0 oder j, = -^^, 

wenn die vorkommenden Größen beliebige komplexe Werte an- 
nehmen dürteu. £s ist leicht zu sehen, daß ft&r 

P^s-^ffi, g-»' + 3r'i, a«« + «'f, b^ß + ß'i^ n.s.w. 

dnrch Zerfäilung in den reellen und den imaginären Teil die 
Gleichungen hervorgehen: 

-{-TJX =-y'«'-yy' ~d', ij * c'ac' + ay' + ß\ 

FSr j» » ff + jfi bsssidme j» den Punkt xp und p' — jrt 
dn keqjngiertsn Wert Sollen nun die beliebigen kompleien 
P^Pü^ Piy in die beliebigen Punkte 9 = ^0* 9i) 9f 
darcb die Uneare Substitntion ftbei^geflQlirt werden, so hat man 

M mm . oder 0 —35 
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zu seUen, wobei 

Die Simimtm und Produkte beziehen sich auf die cjklische Ver- 
tauscljaog der ludioes 012. Man veiiMiert auch leicht die 
Jb'omehi 

Oder q - g,«<JiZLgtL<go^'lg«Hi^-ft>^--l^>, 
und durch Yertansclniiig der Indiees: 

Durch DiTinon «rhUt num sofort 

Po-Pt P-Pi So -gl * g- gl 

oder die Gleichheit der Doppelverii&ltiiiase 

(Pi -PfXl» ^J»e) J (ft -ä)(P J (Po -l»i)(P -Pt^ - 

- (ft ftXtf - «d) ag, - go)(g ~ gl) : (go - - 
Die Funktioii 

ist folglich eine InvanmiU der «llgememen linearen Suhstitntiony 
nnd man darf jetit die Inyazians der how^pkxm DoppelyeihBltDicae 
iwischen vier hdiitigm Pmkim der Ebene in Ansprach nehmen. 

Die geometrische Bedentung des Satses in Bezug auf daa 
SQgehArige Viereck pPqP^p^ springt in die Angen: selneilit man 

P-Vt ' A-A • * 



so ist 9 der der 8eite p^p^ gegenflberstehende Winkel im Dreieck 
ppiP^ und ^ der betrsibnde ^Hnknl im Draieclc AJ'kJ'k» wahrend 



PfiVx 



fn<f .^in wird 

r 
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I^araus folgt, daß der Wert von P reell ist» sobald die vier 
Punkte auf einem Kreise liefen, weil im Krei.sviereck = <pQ 
wird. Dip?p Kipp n Schaft bleibt mithin den transformierten Vier- 
ecke u erhalten mui begründet dia toü JiCöBius «ingefübiie JSjräid' 
veneandtfichaß. 

Dafi diese Verwandtschaft aas der ünearen Sabstitation eni- 
springi, ergibt sich leicht auch auf folgendem dizekton Wfge. 
Wenn p and $ beliebige komplexe Werte bedeuten, 00 ut 

r mod (p — 5 ) = , p - « I 

für variable p die Gleichung eines Kreises vom Halbmesser r 
ud dem Ifittelpunkte $*^) Sei nim 

«nie beliebige lineare Sabstitation, so aeigt eine leichte Bech 
Diisff, daß , .1 , ^1 

die Gleichuüg emes Kreises ^ = | J — 0 i wird, dessen Halbmesser 
ad-§y 



and Hittelirankt 



WO die aocentoierten Qrö&en die konjugierten Weite 

Soll der Kreis r^\p — §\ durch die Punkte p^fiP^ gsheOf 
10 hat man 



mithin auch 



(gi-g>)(gt-go)(go-gi) 



i) Für eine EUipn mit den Biennpankten / und and der 
gnflen Acfaie A wird analog 

Il»--/*l + ll»-fi|-^i 
Hktend die Fomel |f ~ fi\^Äe die Boentruitftt lieferk Bei ferner 
f der Brennpunkt, s der Scheüel und p em Pankt einer fOnM mit 
den Ptoameker « » tff ^«1, so erhllt man 

|p-«|» + 4|/-«l»-{|jp-/^|4-|A-«!}« 
Pfir p = X + j^i, « = 0 und f = \ a geht die auf die Achse bezogene 
Scheitelgleichung der Parabel y' = 2ax herror. Die Hyperbel endlich 
imterscheidet eich von der Ellipse nur durch das Vorzeichen von \p — f\f 
wenn / und p dem uäxuüchen Hjperbelzweige angehören. 
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Naoh TonMiflndom EidEom gdien wir ab«r nur Ableiteng 

der bei der linearen TranafoniiAtioii der guuen FnaktioBeii uf- 

tretenden Invarianten. 

Seien f und ^ ganze Funktionen mten resp. nteu Grades 
von der Form 

»■Ii 

mit den Koeffiaenten a und 6 und den Wnneln »^ und y^, wShrend 

den iten BinomialkoetEzienten von m betaiahnen solL Führt 
mAn hier die lineare SnbeÜttition ein: 



mit der Subsütutionsdetermmante 

i * dd, ' a,dt - (dat + a,)(d - d^x) <* 9 • , 

so ^It nätürlii-h auch hier der Satz von der Inyarian« des 
Doppelverh&ltpiBaeg 



X 



wie sich ani direktesten aus den Gleichungen 

ergiht Man kann daftlr such Bchvaibea 

^'(x'-x")-a"(|'-|") oder ^"(x' - a:") = tf'Cr- I"), 

wo die fieieidhniing leicht TerBÜndlidb sein wird. 
Weiter folgt wegen ^»dfl + dg: 
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and iiuJog fOr — ä^xi 

ö"' 9 4 = fx , ö" y4 * «"^^a; nebst d 4 — i • 
Hier bedeutoft 

guue Funktionen von | mit den Koefifiiiaiiteii a und 
Sind die Koeffirientan der Einheit i^eieli, so wird 

fSr - (a; + ir , foigHch = (d + d,)" " • (d^ + d^' , 
auch Jaum man bemerken, daß 



1-00, «-^^1 ^-o» *-<»r ^---^5 
l-c», »- ^-oo, tf-o, «1- f = 'i- 

De Sanier t nicht verschwindet — denn in diesem Falle würde 
s anfhören yariabel zu sein — und die Koeffizienten 6 mit einem 
Miebigen Paktor mnltipliiiert werden können« so darf man ohne 
Bwfbitnknng der Allgemeinheit e * ± i annehmen, dooh wollen 
wir Torlinfig t wiUkdrlich lassen. 

Bei der Differentiatioii der aufgestellten Gleichungen soll 
d«r «te Bifferentialquotient 

ff^^mm-i.,.m — i-^iftfj^ ^'> = «-n— x...n — i+i -^i), 
Q. I. w. gessfarieboi werden, wodurch , 

mithin 

geht aus a^ durch Vertauschung von d mit und 6^ mit dj, 
folglich aoch von e mit — e her?or, wie och sogleich ergibt, 

w« man j statt | setrt. Für («+ ir wird f(i^ - ir~'. 

Zur Bestimmung von a- kann man sich der folgenden Vor- 
icbiift bedienen. Man bilde das Frodokt 
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deBMn einzelne Olieder die Fonn bAben 

und wfthle daraus diej« uigen Tenne, in denen e^ + €g^K mit 
der Somme J^y dann wird 

m 

So ündet man 

«1 - - * dj + ttj ö'" - 2 tWI (J, + €) • • • 

+fl«-id?-*(«iddg-f) + a»^-*d, 

"' + «^^?"'(»»<^<^8-^)••• 
+ - , dy - » (m dj ^ + «) d, dy - * 

c%«flo^ + maidr->d,-.. + ma«^ididy-i + a«df =dy/*(i). 

Bedenkt man nun, daß die Gleicbimg fixa) = fi^a) ge- 
schrieben werden kann: 

während der Übergang von x und p zu | und ff einer Ver- 
taubchimg von d 6^ mit dg — ™<Jj (5 entspricht, so folgt aus 

« = J'Ca d dl d| d^) die Gleichung ac^ = J'Ca d| — d^ -d^ d). 

Man kann folglich setzen 

• «"'Ob -(-')*^^(-^^ «)-<)[^dJ-iiii]^d»-id^±..- 

U. 8. W. 

Eine leichte Üechnung ergibt femer die Werte 
9,-d,p"-ir+er-VM 

und allgemein, so lange t nicht m resp. n übersteigt: 
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Hui kann andi sefareibeii 

«. 8. w. Ans Torstebeodeii Formeln erhält man fttr | •» o: 
und durch Vertauschimg von d und d^, d| und 

5. 

So lange die Funktionen f und g oder deren Koeffizienten 
e und b Ton einander völlig unabhängig sind, gilt das Gleiche 
TOtt den transformierten Fnnktioaen q> and x- ^ entgegen- 
g^etzten Falle aber kann man doh die Angabe stellen, die 
Koeffiaemten b deigestalt als rationale Funktionen der a su be- 
ttimmen, da6 % ans tp ebenso bemugebt, wie g aus f, mit 
sadiceii Wörtern, daß die KoefSaientML /I in x daroh die nSm- 
licheD Fnnktjnmia der a in ^ aasgedrOekt werden, üm hierbei 
sioht aof selbstferstindliehe FiUe, wie ^ n. dergL beaobitnkt 
sn sein, wollen wir die Auljgabe ffir s i behandeln, oder be- 
stimmter ausgedrttekt, eise gevrisse Potens der Snbstitations- 
determinant« als Faktor zulassen; femer sollen die Koeffizienten h 
als hamof/ene ganze Funktionen der a bestimmt werden. 

Ein einfaches Beispiel liefern die Funktionen 

^(js)- (<i{'ii9a^)^+(aiii|-a|)<%)« + aS-OiOs - 6^«*+ 

Denn man erhält durch eine leichte Rechnung: 
- 0^6* + + 3«i^*i + a,d{ 

«j = a^S^di + OidO^i^j + f) + <i,d,(3d^8 - «) + «8<^^8 

a^ddl + Ol (5^(3^(53 - «) 4- aadjCi«^!^, -I- «) + a8<5,<Jj 

«••-00*? + 3«i*I*s + 3«i*i*i + 
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wodh 

und 

gesetzt wordfliL 

Wenn yemöge der Substitution 

d^ + dj, 9"^t + d|, ««•ddg-did} 

aus den Gleichungen 

durch EinAUmmg der Koeffiaenten a und a ein» Gleushiing 
1ii6fT0t^g6ht von dfir Fonn 

dia Koe£&zienten ^ * ^(«^ 0| • • • «m) "* a ftlfio ebenso durch die 

wie die 6 » ^{%^ . . . O * <i dnroli die a «i^gedrflekt weiden, 
sa nennt man $ eine KmBOHiamiie der Funktion oder Fonn f. 
Sind die Funktionen F homogene Anidrfleke ihrer Argumente 
TOD der fiten Dimension, so heifit g eine Kowiante Ton der 

^ten Dimemkm^ vom nt^n Grade und mit dem Gewichte p. 
LftBt iüaü m der GleichuDg t''o'^(j(xh) ~ gÜß) die Vaxiabeln 
X oder | verschwinden oder unendlich werden, so ergeben sich 
die Relationen 

- «'(^0^ + liiftid— »d, + Ä|ft^d»-*d} + . . .) 

/>, - f ' (6o ^1 + »1 ^1 <J i " * <5« + «1 2>j d; - > aj + . . 0 . 

Durch DüTerentiation aher erhUt man wegen flinzutritts des 
Faktors e' 

Im TOistehenden Beispiel ist g eine Kowiante Ton der 
zweiten Dimension und dem zweiten Grade mit dem Gewichte 
» 2. Ffir f'^g wird f seine eigene KoTariante mten Qtides, 
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Ton der ersten Dimension und dem Gewichte >■ o. Im All- 
gemeinen wird das Gewicht^) 

diu die « von der Dimensioii m in Bezng auf die Koeffi- 
nenten d sind und die ß yon der Dimension ip-^n^ so hat 

man 2j» + m m^. Folglich wird in Bezug anf den Modul 2 
flMf& ~ f», und es muß bei jeder Kovanante oder Inyariante für w 
nngerade der Orad n :^ fi und für m gerade n = o mod 2 sein. 
Oder mit anderm Worten; fine Kovariante von f ist nur dann 
TOn ungeradem Grade, wenn m und (a gleichzeitig unf^r-rado sind. 

Kovarianten nullten Grades heifien Invarianten, weil sie 
TOQ dar Vaiiablen x nnabhftngig sind. Für n^o^ 

wird neben Q"^fx^tp^ die Invariant*» O- von der Dimension fi 
nnd dem Gewichte p — ^mfi die Gleichung erfüllen: 

Femer lieiAt ftnelogerweise eine svmuliaM Kovcmaräe der 
beiden Fomen f und TOm Giade l nnd dem Gewichte ff, 
Wisnn fBr 

die Koeffizienten c ebenso von den a und 5, wie die y von er 
md ß abbAngeiL Sind die c homogene Ausdrfieke Ton der 
Dimennon in Beeng «nf a, v in Beeng anf eo erhalt man 
disGewieht + 

irad fBr ä — Ä(«, a, h) wird tf/ = er, ^ -> iß^h(Xy 6). 

Selbstverstftndlich gehören die Kovarianten von f oder g allein 
such zu den simnltenen KoTaiianten beider Fonktionen, aber 
nioht nmgekehri 

i) Von anderen Autoren wird p ai» «it r Imlcx und ntatt dessen 
die Größe |(mft^-N^ al« das Ge-wicht der Kovariante bezeichnet, auch 
ßnden sich die Benennun^^en firad und Dimenaicn (oder Ordnung) ver- 
tanBcht Verpl. z.B. Paimon-Fiedlkr Alf^^ebra, Art. 14h, Faä di Brnwo- 
Waitkr Binare Formca, S. 103. Die jetzt allpemein ndoptierton Re- 
neimungeu Invatukf^, KovariatUe nnd DitkrtminafUe rühren von 
Stltxstkb her. 
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6. 

A]fl Bnipi«! ftr eme limiiliuie Inwumte tob f und g mii 
dem Gewidite ^"-^(m^ + wv) entwiekeln wir die sogenaimte 
JZSemliM» der beiden FonULonen, deren YeredLwmden der EK- 
minatioii der Yamblen 9 am den GHeidiuDgen f^gw^o entsprielil 

Wenn die Ftmktioneit fx lud gy eine gemeinidhaftlklw 
Wune! luibcn, so wird x^ = y^ und //^ — y*) «= o. Das Pro- 
dukt Jj[^^ iflt eine ganze symmetrische Funktion der Wurzeln 
Ton f nnd g^ bo dn0 nndi den Prinripien der Algolm 

dnrdh eine ganao bomogene Funktion der Koeffisienten a und b 
Ton den Dimensionen fi » m und v — m auflgedrflekt wird. Diese 
Abrt den Kamen der JUndUmte 

und bleibt — erentaell abgesehen Ton einem sn besbnunenden 
Faktor — imarimU bei einer linearen Transfonnation dar Vaxi* 
ablen x, weil wenn B'^E{ip^ den Wert der Beealtante naeh 
der Transformation darstellt^ beide Gleichongen B^o nnd Jl'^o 
die Bedingung fUr ein gleichzeitiges Yersi^winden von f and g 
enthalten. 

Mau findet sogleich durch direkte Rechnimg 

«(a^ - jTj) - (d - dt«<)(^ - ^iJ^iXfii - flj)» 

folglich 

Nun hatten wir ittr {->oo, a<-0« tfl»?'* mitinn 

gibt die Gleichung ^ipi=^ t'^fxi 

and analog 

A - - ^ft). 

Die Snbatitatioii diesar Wert« iiaSut 
oder 
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d. Il die Besnliuite ü ist eine Inwiaate Tom Oewiekt 
q — mn. 

Bei dieser Ableitang ist yoraiugesetst, dftfi B tmUUane In- 
Variante der beiden Funktionen f und g sei. Sind jedoch die 
Koeffizienten h in g durch die KoeffiKienten a in f bestimmt, so 
wird die Eliminationsresultaute allein von den a abhaiigig und 
kann nur als Invariante Ton f bestimmt werden. Dieser Fall 
tritt z. B. ein für 

wobei B(fß durch teilbar nnd ent nach Abtrennung dieaea 
FUctore eine Inyariante von f wird. Wir schreiben jetit 

J><0- ^B<ff.) = al-'JI^^ix, - = ^"i- -77a(^* - 

uüd nennen die i/ikv/trtmifkml«? der iT'uAktion /*. ffier durch- 
linft in JJ^^ i die Werte Ton i bis jfc von i bis m - i, 

wihrend in fj,^ i und h ▼on I bis m 

bedeuten, wodurch gieiehtalls m(m - i) Faktoren entsteheu. Da 
TOD diesen je zwei einander entgegengesetzt sind, so wird für 

- ▼erBchiedaie Wertepoore t> le, wie durch //* beseidinet 

werden soll: 

m m—l ^ 

Obgleich die rileichungen f'y^^o und fxj^ — o im All;/»' meinen 
fersehiedene Wurzeln haben, so wird doch bekanntlich für ^f — 
tocfa ir«, 80 daß // /J' und JJ* gleichzeitig Terschwinden. 
hl Tat eriiilt man wegen 

Auch überzeugt man sich leicht, daß die Diskriminante Dmif) 
iine Invoiriante vom Qewioht p » iii(m — i) nnd der Dimension 
fi«> 2(111— I) daiatellt» wann man wieder autgeht von der Gleichung 
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Hiar ist offenbar 

folglich wegen 
q. e. d. 

Es m(}geii hier noch heispiebweifle die Werte der Dis- 
hrimineiiten itlr m — 2, 3, 4 aogeftthrt weiden. Man eihlll b« 
Benntiung der Potenminmen 













^4 S< ^ 1 *^ 





















fttr 3: 

- / » (OiO^ - a^nj* - 4(0101 - ab<>i)(%% - «iflf) 

- 4«e«J - aö]!'*^ + - 60^040,0, + 4a;a8 ; 
fOr m«4: 

wo ihrerfieits (? nnd if die InTenanten zweiter und diitter 
Dimension bedeuten: 

- 3^hh^z ~ ^44 ~ >ß<?«4 + 7^*1^4) 

flfo «I «ii 

Oj Os «4 

Zwiaehen den Inwienten ^ QH und / beeteht die 
BeUtion: 

^0 + o^J7+/-o. 



I 
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7. 

Als ganze Funktion der Koeffizienten Yon f l&üt sich jede 
Eovariante oder Invariante g auch dnrcb eine ganze Sfinmetnsohe 
Fnnktum der Wnnela darrteUen. Diese Fnnktiooeii kOnnen 
aber mir Ton den IHffmmm x^x^ und Xf-^x^ abhingen, weil 
die Substiiiitioii 

liefert, also eine Änderung von x um eine Konstante ohne KinÜuB 
bleibt Mithin darf man setzen 

wenn ^ eine symmetrische Summe und JJ* das Produkt der 
*~ ^ Wnraeldifferensen bedeotet, so daß die Smnme ^ sieb 

lof Produkte ?on — Faktoren erstreckt 

Fkagt man, auf welcben Grad in Bezug auf eine Wnnel x^ 
jeder Term der symmetriscben Summe steige, so bat man aus 

dem Produkt Y/* die m — i Faktoren auszuwählen, für welche 
j oder k gleich i wird. Bei nun / ^ = S die Summe der ent- 

qiTechenden Exponenten, so erhält man fttr den Exponenten von x^ 
dm Wert Xr. + 1^, und es Ußt sieh leiobt seigen, daft dieser von I 

WaHikangig sein muß, wenn die Gleichung 

bastehen aolL In der Tat ergibt die Sabstitatioii 

^^4(0? - «|) - f <J - 4<) Lmd ^^^4(0;^ - = £(4^ - y 

naibst 

- fle/Z^< . «"'«0 //(»< 

Folglich wird nicht allein S^i^^t sondern auch 
Siy4=p und + weil 

ssehdem wir durch 2^ den Exponenten tod in besseichnet 

«I» 

bibeii« Es wild also Yon der gymmetriseben Summe IBr g{ß€^ 
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erfordert, öaü jeder Tenu derselben in Bezug auf jede Wurzel 

m 

der Fnnktioii f(ß) vom Qnde ^ 

SelbstrerstiUidlieh lie£art ein Aggregat solcher flymmetrischen 
Summen gleicbfalls eine Kovftriante yon /*, wenn Giad und 
Dimension, also ancli das OemiM der Einselsummen flberein- 
stimmen. Wir dttrfen nocb bemerken, daß für eine Invariante 
in dem allgemeineu Glied der symmetrischen Summe der Faktor JJ^ 

fehlt, also ü". = o, l. = ^ werden, sowie daß die Kovariante ff 
durch teilbar wird, wenn k' den kleinsten der Exponenten kg 
bedeutet Schreibt man also kf- k' für k.^ so bleibt die sym- 
metrische Summe kovariant und sinkt auf den Grad n — Ä:'m, 
Dimension f» — h'^ wfthrend das Gewicht p unverfinderi bleibt. 

S. 

Setzt man bei einer Kovariante g von f 

h^^Sta^pl^ . . . aj^, 

so ist nicht allein 

SK^t^i sondern auch St^—J> + ifc* 
<»e e 

In der Tat erh&lt man fttr 

oder 

= twft - n —p + k =j> + Ä. 

l) DuTfh Vertanschung Ton m und /x entsteht der sogenannte 
SYLVsaTEB - H^KMiTssciie RezijfnrozüäUscUs , nach welchem jeder Ko- 

vaiiante guciti von fco eine Kovariante giißa) von entq^efat, 
wfthrend n und p unveiftndert bleiben. Folglich besitst eine Fonn 
mten Grades ebenso viele Kovarianien |i.ter Dimension, wie eine Fonn 
|Kten Chades Kovarianten mier Dimension: da die entsprechenden 
Xbvarianten zugleich vom nämlichen Grade und Gewiehte eind, so 
müssen speuell auch die Invarianten als solche einander entsprechen. 
Wegen des Beweises müssen wir auf die Abhandlungen von Syltsstsh 
und Hermits in Bd. 6 u. 9 des Cambridge and Dublin Mathemat 
Journal varwieisen. 
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Uan seUieBt danme, daB 

.i-'f^-"^ und S<«,f|-(P + *)6. 

uiiti durch Verbiiidimg beider iildichungeii: 

Sbenflo idrd ftr 

giafimdaii, neM den BiifiBrcmtiaMbktioneii 

Für 

iit 

folglich geht 

K - * - (- 1 )»' S < «fr» - » . . . «4 

aus bj^ durch ümicehr der Keihentolge der ExpuueüLeu k. (oder 
der Koefilzienten a) unter üinzutritt des Faktors (-ly herror. 
fiAtsprechend erh&lt mau 



i) Weiter kenn men tambtkeat daB in Besog auf den Modal S 
S(«»+ l)A:8,.j.j = S = J> + * 

odUun 

S ^{ ^ -f ^ sodaß für k = n ~ mud 2 

in den betreffenden Oliedem der KoTariante, wenn m angerede, 
8i^i = |» und wenn m gerade, S^j+iSl* Min mnA. FOr jt=n+i 

^^+1 an die Stelle von j». 

Ibifeb^pfeyt. Umm 19M. 16 
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Stlinmiert man jetzt die für {q + k)c^ und {q — i)c^ ge- 
ftindenen Ausdrücke (A) mid (B) in B«sag »uf k unter Hinsa- 

»gang Faktors j^'h'^-', ■* «MR mii, die Formdi 

(1) gh + 8i\ct^-' - Ö + ?)»-«»'- StOi|^ + 8i6,|^ 

IMiwt 

(2) qh + lA' - S(m - Oa^l^ + S(« - 

Für eine Kovanaat© g von f allein wird einfacher 

dg .da 

Den vorstehenden Gleichung stehen ähnliche zur Seite, 
welche sich durch folgende Betrachtungen ergeben. Gibt man X 
ein Inkrement dx^ so w&chst fx um f'xdx^ folglich 

um da^^iOi^xdx ^ um = 

mithin 
odar 

(c) *c»..-s.*-.J^ + sii<-.|^;- 

Diese Gleichung kann als eine identische Gleichung zwischen den 
Eoeffizienten a und b angesehen werden, welofae aooh erfüllt 
werden muß, wenn man o^-, imd h^-t statt und sohrabt. 
Dadurch geht aber c^ in (- iy*et^k Aber, aodaft 

oder 

(D) - - S(m - f^a,+x 1^* + S(ii - O^^+i 1^- 

Die Gleichungen (0) und (D) zeigen, wie ans eiiMMi Koeffisienten 
der KoTariante ^le übrigen geftinden werden. 

Multipliziert man wieder (C) und (D) mit ™ht^^^ % 
SO folgt durch Summation nach k wegen 
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«a* - «Ä*) - s 0 - - * - 84«%«' " * + * ! 

8**-»ft-*'-8<«.-x|J + 8ift.-.|^. (3) 

8a-»)«ik+,^^-«a* -«»')- (4) 

-8(-i-«*+.|^ + 8(«-«:)».+i|{; 

nebet * 

0« 2g>i -t- S{ta».ia; - ma, -t- - t>a;^i — J^-t- 
SdiHaBHoh kann num lllr A » i « S| »iieh sefamben: 

odsr 

II - S(m - 0«-+. + S (« - 



WO 



9- 

Der AnidiTick emer be1i€ibig«ii (smialtaiieii) EoTsmnte h 

Ton f and p kann mit Hilfe ihres Wertes für a;«o gebildet 
werden. Hierzu setze mau m den Gleichungen 

^1 «= Q>»f^ j^l = und ^4 = {^(f'h 
« - i + j , wodurch — i, tf, - f, ^ - o» " « - i| ^ — i 

werdöii, so tirgibt sich für f == /* | u. s, w. 

X5 = 9 +^49,1 + «i9^l* • • • 1/^5 =- ^ + + . . . 

Da nun die Koeffizienten in ^ ebenao von denen in 9 und 1 ab- 
hlDg^ wie die e Toa deo a tmd so erk&lt man der Gleicbung 

entsprechend 

i - V ^o) - S l ^3 fji . . . . f - 9ij„ 9(; ^ j> . . . 9'" > 

16» 
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oder wenn x statt | gesohiiebeii wird: 

Ist a Kovariant« von f allein, so gelten selbätverstündücb die 
ein^EM^heren Formeln 

^(o) - - S1Ka^a^ . . • 

I>i6 geftnidflnsn Anadiüofc» lehren, daß sich jede Kowiajite 
oder InTBiiante Yon f g , * . ale ganie Foiüttion der IKfferential- 
qnotienten - . • darstellen Ifißt, xaai zwar betrigt die Ord- 
nung nr der Differentiationen 

W - S («• - »)*< + S (« - »i = 4- - fl - i - Ö , 

iafc also den Gewiohte gleich. Der Grad der einseinen Glieder 
der Sonune dagegen wird 

Da nnn h Tom Iten Grade sein soll, so mflssen die nnmeiisdiea 
Koeffisienten I der ganaen Funktion so besdiaffen sein, daS 
sich die q höchsten Potensen von x wegheben. Die boegte 
Eigenschaft, daß der Grad der ganzen Funktionen von fg und 
ihren Differentialquotienten sich um ebenso viele Emlieiten er- 
niedrigt, als die Ordnung der Differentiationen, oder was Dasselbe 
ist, als das Gewicht der Kovariaute beträgt, hätte man bei der 
Definition einer Kovariante als Ausgangspunkt nehmen können.^} 

i) ^elbstvertttäudiich kann mau iiuch von dem Ausdruck« für 

aufgehen und 

ei-(-l)«So<i*üi«»b.-i ... 

setzen, wodurch 

- (-1)" Se/^*. ... ^, 
hervorgeht, mer wird 

während der Grad der einselnem Glieder 

«*^eM^wird, also mit den oben abgeleiteten Eesultaten in voUem 
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In dem Sammeuausdruck f&r h hat den Koeüizienten 

folglidi eigibt sich die Gleidniiig 

aosgenoinmen den Fall q^o oder A*^ = fi, = ^) d. i ibjc » /^p*. 
Wenn für 9> i auch der KoefBnent ron 0^*+*'^ Terschwinden 

soll, äo erhält man die Bedingung 

o - 8 W - ' ft; - * *o 8 • *, + «0 s 

Ist nnn h Kowiante von f allein, so wird 

mithin bleibt aledann das Verschwinden von S ( die aasreichende 
Becüngoiig, woraus za schließen, dafi das Gewicht q der K(h 
Variante einer gansen Funktion überhaupt nicht der Einheit 
l^mch sein kann. Wir werden bald aeigen» daß nidit bloß die 
Somme S ^ ^ Koeffizienten in et , sondeni allgemeuier 8 1 in 
verachwindei Man kann ferner bemerken, daß die Fonktion 
{a^x + O))"* atißer sich selbst gar k«ne Kovariante besitzt, weil 

ftr /•«.(fl^aj + Oi)"», «i-af 'a* und /(o * aiCoo« -f o^r "S 

aUo h wegen Si = o identisch vei schwindet. 

Wenn h^h^ . . verschiedene Ko Varianten bezeichnen, zwischen 
(leren Nullwprten eine algebraische Gleichung stattfindet, so bfl- 
st^ht dieselbe Gleichung anch für variable Werte von x. Denn 
jede identische Gleichung zwischen den Koeffizienten a und b 
bleibt identisch, wenn man /J,^ und ^(j) statt Om-,- und bn-i 
sebittfai. Ans gleichem Grunde kann man aus der Gleichung (D) 
des vor. Art., welebe ftbr k^l 

o - 8 (» - Ooi+i + S (» - -pp 



ergibt, durch HalBbrung von f(o und die weitere Gleichung 
ibleiten 

Dif«« Relationen können zur Bestimmung der Koeffizienten ( ina 
Ausdruck von h benutzt werden. 
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lO. 

Für die Bildung TOn Kovarianten mögen hier noch «nige 
Yondiriften von aUgemeinerer Natur entwickelt werden, welche 
hftnfig Anwendung finden. Wenn ff eine Korariante Ten f (Ge> 
wicht p — jim^ " n)) und h eine KoTanante oder Livariante Ton 
0 (Gewicht 9""^(fiv— ^) bedeutet» io wird auch h KoYariante oder 
Invariante von wobei das Gewicht r^vp-^q und die Dimension 
f» + V henrorgehi Dies folgt sogleich ans den Gleichungen 

^f(xa)^f(ia), i'^ffißVi ^ ffiifi oder t'^ffixa) ^ ffifv) 

Denn da voü ^' ebenso abh&ngt, wie c von 6 (nSmlich dnrch 

Ausdrucke von der »'ten Dimension) , und ß — i^ß' von er, wie 
Ö von ^f, sn hiincrt anrb y — f^y' von a ebenso a>>, wie c von a. 

Ebenso wird jede Ko Variante h eines Produktes fg = p 
simultane Kovariante der beiden Faktoren f und g vom Gewicht 
q tm l-(m -1- n ~ wie die Gleichungen 

zeigen. Denn da durch Multiplikation 

^'^*fff'^ip% oder ^"• + *<>(flC£j) = |)(|d) 

erhalten wird, und y von ^ ebenso abhängen soll, wie e von 

so miiB neben d auch y von a und ß ebenso abhängen wie 
d und c von a und h. 

Ein einfaches Verfahren, um v.w zwei Punktionen /* und g 
eine K Nanante /* abzuleiten, beruht auf dem von Gobdak und 
Clbbscb sogenannten Überschiebungsproeessei 

^-if's-ifü'" f>9 - fg, - V9h 

denn mittelst 
erhält man sofort 

Damit ist eine simottane Kovariante k ytm Grade m-^n^ 2 
und dem Gewichte q^i bsstimmti wihiend die beiden Fnnktiimen 
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{ und $ ab Ton emander usabhSiigig TOfausgesetst werden. Die 
Koeffizienten in A sind dann bilineare homogene Funktionen der 

a und 6. 

Sollte jedoch rf selbst als Kovariante von f (oder von noch 
weiteren Fuaktionon f^) mit dem Gewicht ;^ = g CtWft -f fn^fi^ — w) 
gegeben sein , so ist A als Kovarinnte der niimüchen Funktionen 
zu bezeichnen, deren Gewicht durch den Hinzutritt des Faktors 
in den Gleichungen für g und g, auf (?=p+ i steigt. In der 
Tat ergibt sich in Bezug auf die Koeffizienten ^on f die Dimension 
X «> fi + I , folglieb wegen I «i + fi — 2 

Man Aberaengt sich ferner auf demaelben Wege, daB die 
Übersdiiebnng zweier hMngm Kovarianten [^g] A stete wieder 
eine EoTanaate h Yon f liefert, indem 

fon der Dimeunon ft + ^ hervorgeht. Wir bemerken zu gclegeni- 
fiebem Gebranohe die Identitilten 

Als weitere VeraUgemeinemng hat man die Smairiait^ der 

lJ'9]i = fik)y -\t\k -1)9,-^ Kh-^)9u -'±f9k=^- l9f\ 

eingefIBfaji, wobei weder f^k) noch ^(A) einen verschwindenden 
Nenner bekommen, also h weder m noch n flbersteigeQ darf. 
Auch hier findet man 

also ist A eine — TOn Glebsoh als e»i/M beteiobnete — Ko- 
maate von f und g Yom Grade m-\-n^ zh, mit dem Gewichte 

q^k und mit bilinearen Koeffizienten. Ist dagegen ff selbst 

Kovariante vom Gewicht p, so erhöhen sich Dimension und Ge- 
wicht auf A = + I und q ^ p -\ Für Ä = o ist h ^ f was 
man als nullte Überschiebung bezeichnen kann. 

Um ein naheliegendes Beispiel m geben, setzen wir einfach 
B'^f^p^Of wodurch die Eovariante 
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hervorgeht, welcher Ausdruck allecdings f&r ungerade Werte toxi k 
identiseh Tetschwindet, aber iOr gerade k auf den zim-U^in. 
Gnd steigt, mit dem Gewichte h und der sweiten Bimeniioi, 
Für ki^m gerade Uelert 

des Aiudroeh einer Ifwariamie zG vom Gewicht m und dar 
sweiten Dimension, wihrend die Variable x ganz herausgegangen 
ist. IGtiiin eihllt man Ar « O: 

2Ö-a^a^-«4%aa,-i + OT,a,a,»_t+ etc. 



II. 

Selbstverständlich gestatten die bisher aDerf^stellt^n Betrach- 
tungen ühfT Kovananten oder Invaiianten ganzer Funktionen 
VeraligemeineruDgen nach mehrfacher Richtung, namentli'^h bei 
Vermehning der Anzahl der Variabein. ^) Wir bescbränJcen ans 
jedoch in dieser Beziehung auf die Erwähnung des einfachsten, 
auf die lineare Transformation beliebig vieler Variabein beiflg* 
liehen Falles. Die elementare Anflösnng eines Sjstems linainr 
Gleichungen Ton der Fonn 

S a* j< = gibt I{x^ « S ^t^k » 
< k 

wo- 



i) Um gewissen Sätsen mid Ableitongen formell eine gsSBm 
Übersichtlichkeit und ßlegaas m Terleihen, hat man homogene Ans- 
drficke mittelst Einführung einer nenen Variablen y zu Grunde gelegt, 
also statt der Funktion / x die bindre Form f(»ffi alf AosgaagipiiitU 
gewfthli So erhftlt man B. filr 

cx öy^ dx cy' 

K.tf^^ y-dLii .^yi) 

sodaß die Kovahante h, nach WeglaeBung des Faktors y = d|| + ^«*9i 
mit der FunktionaldeteiminaDte der Funktionen f und g nach xmif 
übereinkommt. 
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dia Detonniittiite SysteniB bModmet FtÜirt nuui mm di« 
BaMire T^ransfonnatioii 

8 ^iji aus, wodurck — g o^|, 
bflmig«h«ii m»g, so folgt 

und hier ist nach einem bekannten 8atze der Detenmnantentheohe 

die Determinante der linearen Substitution bedeutet, d. h. JR ist 
m» Inyariante der linearen Funktionen Tom Gewicht i. 

Es ist bereits bemerkt worden, da6 ein Aggregat von Ko- 
niianten nur dann kowiant bleibt, wenn die Summanden das 
nEtfiKAfi Gewicht besUwn. Da das Fh>diikt sweier (oder mehrerer) 
Xorarianteu h\ « offenbar eine Kovanante liefert, deren Ge- 
wicht durch die Summe der Gewichte der Faktoren gegeben ist 
(und umgekehrt wird, wenn ^ und A, KoTarianten sind, auch 

der Quotient h"»^ eine solche), so können wir den batz aos- 

fprseben: BildU man eine ganze, mit nnabh&ngigen (numerischen) 
KoeCBxienten Tersehene Fmiktion Tsrsohiedener Kovarianten, so 
eatitslit nur dann eine Koyariante, wenn die Gewicht» der ein- 
zelnen Tenne die nämlichen sind. Auch dürfen wir der Einfachheit 
halber annehmen, daß jene Funktion in Bezug auf die Koeffizienten 
homf>ij-n (und folglich in ihren einzelnen Termen auch von 
gleicbtr Dimension) sei. da pntgf g* nppsef/i^^n Falles die homo- 
genen Gruppen der ganzen Funktion auch getrennt als iLoTarianten 
auftreten. Betrachten wir s. B. den Ausdruck 

nad sei lllr die Kowianten 

10 ist eine Kovanante Ton Dimension Grad \ Gewicht q, 
Ba die Ansahl aller sa gegebenen Funktionen gehdiigen 
lerananten offenbar tmerschOpfUch ist, so fragt es sich, wie viel 

wMüngigt Kovarianten existieren, zwischen denen keine alge 
Imische Gleichung iiaitimdet. Daß deren Anzalii uui beschränkt 
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sein katoLt «rhellt schon ftnB dem Ümstande, dtB die Anialil der 
eingehenden Argumente eine begrenste ist, und s. B. in fisea) 
nur «1+2 betrSgt Wenn diese ans der hinreichenden Anitahl 
Yon Kowianten eliminiert werden, so gehen algebrauche 
Gleiclimigen swisohen den KoTarianten herror. Dasselbe gilt im 
Falle simultaner Kovarianten von der Elimination der Argumente 
der übrigen Formen. Die analoge Schlußweise läßt sicli auf die 
Darstellung der Kovarianten durch Differentialquotienten in der 
Torrn 

anwenden. Mittelst m + « Kovarianten // müssen sich jedenfalls 
die m -f n Grüßen /J,) und g^^ eliminieren lassen, so daß abge- 
sehen von f und ff die Anzahl der unabhängigen Kovarianten 
m + n nicht übersteigen kann. Tm Folg-enden wird si^li jedoch 
ergeben, daß ein roUstünduf* s System unabhängiger K'n-ar iahten, 
abgesehen wiederum von den Funktionen f und g selbst, nur ans 
tr» + « — I (simultanen) Kovarianten besteht, während bei einer 
Form f X dch alle Kovarianten algebraisch durch m — i (resp. m) 
nn abhängige Kovarianten ausdrücken lassen. Sofern diese alge* 
braischen Ausdrücke rational sind, nennt man die, unabhängigen 
Kovarianten des betreffenden Systems assoeikri. Man hat aber 
weiter nacfagewieseni daB nch dnrdi Hmznnahme einer endliehen 
Anzahl weiterer KoTazianten sogenannte TollstBndige Sjsteme 
irredukHUer Koyarianten bilden lassen, welche die Eigensdiaft 
besitzen, daB jede Eoyariante sich als gange Funktion der irre- 
dnktibeln Eowianten ausdradcen Iftßi Auf die betreffende 
Theorie von der EndliMeÜ der 4rredukHbei» FormeHSjfsieme, 
welche von Gordan, Mertens, Hilbert u. A. begründet worden 
ist, und eigentümliche Schwierigkeiten bietet, werden wir jedoch 
hier nicht näher eingehen. 

12. 

Zur Aufstellung eines vollständigen Systems assocUerter Ko- 
varianten führt der HERMiTESche Fundame ntals atz zu welchem 
mau durch die folgenden Betrachtungen gelangt. 



I) Crellea Joamal Bd. 52, S. 23, mit der Bemerkong „Voiei ee 
fK^ü Ufa 4U doimd de tromer aprie de Imkfm midiMMm tm m m^." 
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Für eine Kovariante hx kann raau mittelst des Null wertes 
hio) einen ähnlichen Aufidruck wie Art. 9 ableiten, wenn mau in 
den Gleichungen 

welche für ^-c = (J| 4- identisch werden, 

*i"Sf,-f, ^s-f,, mithin ^«l + fi, «-f 

sabititiiiert Daum iätt an die BteUe Ton « 

und man erh&lt durch die Entwickelung nach den Potenzen 
m wenn man angleieh fOr { schreibt: 

f»(l+/;)'K«-y~7;)-^t-/»{«'+li«it'-»+\W'-""-+^^ 
Bier ist 

/; — u-^fu — iff,h 

+ 3/-/;/;, - /"V,. 
- - 3/? + W/;, - 4/"V,/;„ + /"VwM . • . 

Da die Samme der Koeffizienten o ist, so überzeugt man sich 
leicht, daß f&r f{i^'^iiß-\- oder a^« i die sämtlichen 

▼•nebwinden. Femer erhalt man 

^^19- f 9, = [fg], 9s = fjg - 2ff,9, + f*9„, . . . 

ii'f!h-i,ff!-' h, + ^rV/ - ' K - \rf: ' ' K ••• + (- 1 Ä(o 

Aaeh Ist ohne Weitem Uar^ dafi man in der Torstehenden Ab- 
leliong die Funktionen f und ff mit einander Tertanaehen, also 
iBe entqffeohenden AnsdrQeke Yon f, und bilden kann. Bedenkt 
nm nun, dftft jetst 

«*-/'/<» *»•-/» «1 = 0, p, = 9,, y, = /«^,, 



Digitized by Google 



280 W. Scomnt 

10 g9hi den Glwdmiigwi 

Ä (o) = ci = s i öj' . • ^ir ^ • • • 

w«g«ii p&imilel «Ue Foraul: 

trenn in eter /Summe 62o)8 diejenigen Glieder mitgenommen w&rden^ 
für welche km — i verschwindet. 

' Vergleicht man damit den früher gefundenen Ausdruck 

60 darf man den Satz aussprechen: 

„wenn eine Koraimnie h ab Fnakt&on der Diflinvntiil* 
quotienten /{^ . . gegeben iit, und man Bchmbt i statt 
o statt f, und im übrigen statt /(,) , statt ^(,^ , so erhili 
man den Wert von (- ^A(4e) ansgedrftckt durch die 
GrOBen und 0,.** 

Hier kann hx = ho = H auch eine simultane Invariamie TOn 
/* und g bedeuten. Für eine Kofariante g Ton f dagegen nnd 
<" 8 na«" « • ' ^ wird ein^Eudier 

{-i)pfp-t^gx^ S ^fi^'^ fi: 

neben 

sowie ftr eine Invariante gx go ^ G die entspreehendo 
Gleiehnng gilt 

Da ttr ^» (x 4- 1)*" die Werte yenehwinden, so ergibt sieh 
mit Ausnahme des FaUes y « — Ittr 0| » i : gx^o nebst 
^«•o oder gf«o. tmd analog «rbllt man fBr aj^ft««*!: 
hx c^^o nebst 
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IHsw Gleicbungeii bilden die Ergänzung zu der früher gefundenen 
Formel S(»o und gelten fttr beliebige Kowianten und In- 
wiuiten mit Auncblaft yod A««»/y<|p^ 

Wir bemerken noch, daß in dem Hnumwoben Ansdniok 
fttr kx sidi keine Glieder fortbeben, denn der Grad anf beiden 
Seiten ist 

l + m(9 - |h) « V. 

In der Tat ist rom Grade {m — ^ yom Grade 
iiH- 2)« + also 

Alle Kovarianten, für welche ^ ^ f/, lassen sieb folglich als (/(uize 
Funktionen der m + n Größen /s /s • • • /m ^ Si • • • 9« darstellen. 
Nur fnr h = ff* ist g < fi, es bleiben aleo die Fälle g > zu 
betrachten. Ffir f—o ergibt sich aledann nnter Berflckeichtigang 
der Werte Ton 

/; {i-i)f!, ^^gfi, 

sowie unter Weglassung der Faktoreu (— i/'y*//, Gleichung 
O«- S (-l)**l(m-l)*''^-2)^> ... 2*«'». 

13. 

Ber Air die EoTariante hx gefundene Ausdruck durdi 
oad ^1 S6%t, daß wie bereits Ari 11 angedeutet wurde, nicbt 
nuhr als m + n + I (also abgesehen von f und ff nur m+n— i) 

noabbftngige Ko Varianten existieren können, weil sich vermittelst 
derselben die ni + n i Größen f^ und </. eliminieren lassen, 
wodurch eine Iii aisclie Gleichung zwischen den Kovarianten 
hervorgeht. Der liauptvoi-teil der von Hermite entdeckten Dar- 
stellung besteht nun darin, daß die Größen f . f^g • • • 9« 
liffitlich selbst Kovariauten sind, so daß mittelst der gegebenen 
Formel, der Definition des Art. 11 entsprechend, jede Kovariante 
und Invariante als rationale Funktion von w-h n -h i associierten 
KmuiatUm ausgedrückt wird. Zugleich sind diese associierten 
Kerarianten so beschaffen, daß die rationale Funktion aus einer 
Semtm Funktion mit dem Nenner f'f^t* besteht, der fOr 
N(m— 2)fft + iiy Ton selbst wegf&Ut. Es versteht sich fiemer, 
diß die rechte Seite der HsmttTEScben Qieiebung ffir gana he- 
Mige Werte tob und eine Kovariante darstellt, wenigstens 



Digitized by Google 



282 W. 

wetiu die eiuzelneu Produkte des Summea&osdrucjkfl gieichüS Cve- 
wicht und gleiche Dimension besitzen. 

üm nachzuweisen, daß die Funktionen f^ und Kowianten 
sind, wollen wir in den Qleichungen für und %| x nm das 
und { um ^1 wachsen lassen, wodurcb 

9(t + Ji) = (9 + B^Jirfix + jx) 

nebst 

henroigeht Setit man hier 

Ao erhält man wegen 

femer 

oder 



nebst 



t 

Hier hängen auf der rechten Seite die ganzen Funktionen 

(ß + f,rf(?if - —^j) - Fixaz) und ie + « ^j) = (xar) 

ebenso Ton «a^* ab, wie die Unken Seiton Ton la^. 

Entwickelt man bnde Seiten dieser Gleichungen nach den 
Potenzen von e resp. ^, so findet mau 

tolgilch 
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sowie 

9i(l)-«V^—*Vi(«)-ri««) 

d. h. /| ist Eowiaiiie vom Grade %{m — 2), Gewicht t, Dimensioii 
|i • f und ist Kovamnte Tom Grade i(m — 2) + iiy Gewicht t, 
Dimensioikeii ft i, v « i. Analoges würde yon den asseetierten 
Kofamaten f, und gelten. 



14. 

Als Beisi^el fttr den HERMiTBSchen Sats wollen wir die 
£ovariante 

biUüUen, welche für gerade Werte des Index 2i zwischen 2 und m 
deu Grad 2m — 4t, die Dimension 2 and das Gewicht 2i besitzt. 
Die Gleichiuig 

+ — rrr? — i^w/io 

liefert sogleich wegen fi ^ 2% — 2 

- * As< - + A - 1 - iTis/', /i, . s . • . + (- 1/ ii, i /i. 

Schreibt man ferner 

80 erhalt man füi- ungerade Werte dea Index 2 i + i zwischen 
3 und w f»ine Kovariante vom Grad i = — 4ti — 2^ Dimension 
3 und Gewicht ^ = 21 + i. Da 

mi 

l w , ! 2t-2i — 8 

iTTs — " 'wft"'«) •'• + (- 0 1.8...,- AO/ii+ih 

£0 ergibt sich 

f** - Ä*+i + ■ ^ 2 AÄ#-i - 
— jTIf:^ — AA.- + i,t.'i ftA+i- 
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Wenn wir auf die Inkongruenz in der InderbezeichnuEg d«r 
Funktionen hh-^U einerseits und \ h^...K andererseits iui. 
weiMn, 90 dürfen wir ein etwaiges Mißverständnis woki nicht 
befttrohten. Im Übrigen hat man 

also . 

»,(o)-flBia»-i-«i-i, 

Fflr m-3, also f«« 00«"+ 3«!«^+ «l»*!^ man die Art 5 
•ngefflhite Kowiante 

nebst 

At-(3flofl|«i-2a}-<4a^«*+3(afl»<4-*4%-<^%<^** 



wo 

i»«j3 = ^»2 und ♦! ««p — 3- 

Schon Olubsoh and Gundbltikoeb haben bemerkt, daß £e 
KoTarianten nnd g| doieh einfiushere awociierte Systeme erseht 
werden kflstten. Als solohe Ueten msk an Stelle der /; die A, 
dar, denn wir sahen, daß das Gewicht i und den Qiad 
(im^ii besitzt, wÖiMnd ftr f gerade die Dimenmon 2 nnd 
ftr t ungerade f* = 3 wird. Es sind also gegenllber Qanä 
und Dimension erniedrigt. Zugleich werden die ^ durch fOMe 
Funkliüuoii der ausgedrückt. Denn da nach dem FrOhsna 

/»»4 -/i +3/i/i, + a/t/s 

f^h 'U +^8/sfs~ 56/i/i+ 35/i/i 

rÄii»/;i + 35^,/i- 75^,/i+ go/i/i- 42/i/i 
n. s. w., so erhUt man durch Auflösung dieser Gleichungen: 
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/a ''2 > /$ ~" » 

/i"^*»- »5/^**1*4+ 'oAi+45*J, 

- 492 + 280 ;<J + 11 16 A{ikg 

v. t. w. 

Anidog können die nmnUuen KoTttrianten ersetzt werden 
dnteb die übenehiebmigekoTanAnien bilinearer Dhnenrion: 

odir wegen 

Wir setzen voraus, daß i die Werte von l bis n annimmt, 
wlhrend n^m m nicht übersteigt Für m < n würde man 

«■-1— • 

ta Ulden haben. Fttr »^o ergibt südi 

dagegan fttr /*je«-o tind i> i, wodärch /J — - (t- 1)/;*, ^^9P,' 

nie leidit direkt ni TeriUeren. 

Man eibllt jetrt die Oleudningen 

Ol + 3/f Öl - /i^fi /'*i4 04 + - 4/; + üg 
I.S.W., mithin nach SnbBtitaüon der Werte toh f^i 

98 = /'V8-3Vi+^*8» 

04- - ^fhtit + 4 Vi - /^^*4 + 9^AJ , 

+ ~ 22gh^h^ u, 8. w. 
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W. ScHBunn: 



15. 

Wir Imben bisher die Kovarianteii hx als simultane Ko- 
varianten der beiden Funktionen f und g betrachtet. Wenn eine 
Aimultane Kovariante einos Systems von noch mehr Formen ge- 
geben ist, so lassen sich die bisherigen Entwickelnngen ohne 
Sohwierigkeii auf diesen Fall ausdehnen. Von besonderem Inter^ 
este ist dagegen der FiJl ^ /; in weldiem abgeeeheD von f die 
Funktionen fgff'f^ oder h^k^...h^ das ganie System nnab- 
b&ngiger assoeüerter EoYarianten nmfassen. 

Die im Afi 12 gefundene Gleifiliung 

kann fttr 

geschriebeik werden 

- i iC /"y - u - y f \ z'" + " * + etc. ) . 

Diese Gleiehnog seigt, dad die ganten Funktionen mten Qndes 
f* 4- Äj/i«*'* + nnd fy^a^f^-^»'* 

gleichseitig versobwinden, da6 also die Wurzeln beider FunktionsD 
im engsten Znsammenhange stehen. Fikr ffß^o wird 

f ^ f fi 

$ — x—y ~ ^' VVurzel der Gleichung 

f + m j /; - * + f», /*, <^ - -f- • • • + /•„» = o , 

in der die Variable .r offenbar gaas beliebig gewihlt^ also aneh 
gleich Null oder Unendlich gesetst werdsü kann. 
Für — o wird s. B. 

wo 

* « - Op. 1 - ^ und 
(t - 1) i4 . i + ^o« flt-Ji o», + i)'d{r» a».i. 

Analog erpibt sich für »=00, wenn mau vorher durch af^"*~^^ 
dividiert und 

^-t, sowie ^^"94 «eW: 
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und hier wird für wachsende Wei-te von z 

wihnnd 

den Koflffimflnteii der hSdisteii Potenz yon * in ff bedeutet 

Na«h dem IVlUieren bat nan femer den Bäte, daß jede he- 
Uebife EoTariante yon f mit dem Gewicbt p und der Dimen- 
sioB ans dem Werte 

gx = i-Yw/l-i-i) • • •/;/) o^er = 6. = i'^o^ai . . . a„-.|«J 
dnreb den Ausdruck berrorgebt 

(- i)^p-^9x - F^„, - i . . . /i o I) , 

wo die aesociierten Kovarianten d als Koefifiiienten der so- 
gfloa&nten Imwmaikeg^ (Caviat) oder tgpiadm (Cuumcb) 
Glflidinng flOr m definiert sind. Biese xnerst wobl von Hnuirra 
in Batraobt gezogene Qleiobnng') hat flbr fff^o die Wnrseln 

+ (<i^jf' + Ä|aiy* + «i|«|jr + iii~i,a|)as* + bis 

Mbst 

— {(iii-i)a«_, + m?=^+^), 
wibrond lllr beliebige Werte yon % und y; 

(^^jf»-*+iii-i4a|af»~*+m~i,fl,ac*~''" + ii»-iia«i-.t«+fliii-i)jf 
+(Cia^-'+iii-iiOja^-*+iii^i,a,aJ*-'»" +m-ii«gi_i»+ Olli). 

1} GreUee Journal Bd. 52, 8. 27. 



I^ckf«rUtf erklftrt Se. VIIl. ItfUS.) 
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ALLGEMEINE ÖFFENTLICIJE SITZUNG 
VOM 1. AUGUST 190a 

Vorträge : 

Herr II. Ckediter: „Der vogtländische Erdhobenscb warm vom 13. Februar 

bis 9. Mai 1903 und seine Regi^triening dorcii du WiacauTSohe 

PendelseisDiometer iu Leipzig*'. 
Herr Fkakz Erzohv. ,,Bericht über die von \Vie<;hkkt8 astatirichem 

PendelseisTii iurter in Leipzig vom i. Janoar bis 30. Juni 1903 

legiatnerteo Fembeben und Pulaationen''. 

SITZUNG DEB KLASSE VOM 1. AUGUST im 

Ernenirang des Herrn Prof. Dr. JoHAiumi Fblix zuiu außerordent- 
lichen Mitglied der Klasse. 

Vorträge: 

Hen C. NBUiujnf teilt einen Aufsatz von Herrn Prof. M. Kraürb mit: 
,X^er MittelwertiftUe im Gebiete der Doppelmmmen und Do|^l- 

integrale'' 

Beisellie spricht: ^Über eine gewisse Üattnng von Kugelflächen- 

Integralen". 

Herr HoLüKK teilt einen Aufsatz von Herrn Yoir.vri ( ambridge) mit: 
^ur Lehre von den nicht abgeschlossenen FunJk.tmengen*^ 



Über Mittelwertßätze 
im Gebiete der Doppelsnmmen und fioppelintegrale. 

Voa 
M. Kbauu. 

In einer Arbeit Uber die FouuBsadien Beilien mit zwei 
Tflribideriächen Größen, welche äxk in diesen Beri^diten findet^), 
baibe ich auf einige zweite MittelwerUKtie fttr Doppelintegrale 
hiagewieeen. Zogleich bemerkte ich, dafi ich dnrch Herrn 

0. Stolz auf eine Arbeit von Herrn AbzelA aus dem Torigen 

I) Sitnmg Tom 8. Jmii d, J. 

lUth.-p^ KlMM 19QB. 17 
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M. Ebaubb; 



Jahre aufmerksam gemacht worden bin, die sich in den Mcmorif 
deUa R. Accad. dcllc scienze dell' Istitato di Bologna befindet 
und ancli SEweite lüttolwertfifttse für Doppelmtegrale enthalt» die 
aber von den meinigen verscbieden and.') Es ist der Ziveek 
der Yorliegenden Betrachtungen, auf die venchiedenen Arten Yon 
zweiten MittelwerisfttEen, die in der Theorie der zweifachen Inte- 
grale möglich sind, etwas nSher einzugehen nnd zwar unter Be- 
scbzftnknng auf die eigentlichen zweifachen Integrale. Es zeigt 
sich hier eine größere Anzahl soldier Sitze, wie in der Theorie der 
einfachen Intepfrale, wo ja im wesentlichen nur eine Kategorie vor- 
handen ist. Uni diesen limstaud klar hervortreten zu lassen, werden 
zuerst die endlichen Doppelsummen untersucht. Je nach der Art 
di r Zusammenfassimsj der Glieder ergeben sich fiir diese Doppel- 
summeu verschiedene Arten von Mitte l\vert«?Htzen. Aus din i n Fällen 
werden zwei heraiHge^iffen, die von besonderer Bedeutung sind, 
und zu Endo geführt. Dui'ch Spezialisierung der Glieder der 
Doppolsumme und durch einen Grenzübergang kommt man dann 
zu zwei verschiedenen Kategorien von zweiten Mittelwertsfttsen 
fOr eigentliche Doppelintegrale. Die erste enthalt SäUse von der 
Art, wie sie wm mir in der düerien ArbeU ang^eben worden 
sind, die tweUe Säiee von der JH, wie sie mmsi Herr AmzelI 
mfgesUUi koL Die Untersuchungen unterscheiden sich im letrteu 
EaUe Ton denen yon Heim AxasLk n. a. in folgender Weise. Einer* 
seits sind die Untersuchungen von Hem AtokiiA insofern weit- 
reidiender als die meinen » als die Funktion f(x, y) nicht der 
Beschrinkung der Stetigkeit unterliegt Ich habe letztere gewShlti 
nm den elementaren Charakter der Ableitungen zu wahren nnd 
cUe Methode in möglichst klarer Weise hervortreten zu lassen. 
Andererseits sind die l'riterbuchungeu von Herrn Arzklä uiciit so 
weitreichend als die meinigen, als Herr Aiizelä annimmt, daß diu 
t unkiiuu y) in der Richtung der positiven Achsen entweder 
gleichzeitig lallt oder steigt, während bei mir noch zwei weitere 
Annahmen hinzatreten. 

§ 1. 

AilMellivg «iier enta Kategerie littelwerlrttMi llr Dtpfil- 

saaaei. 

Versteht man imter q^^ fest bestimmte endliche Größen, bei 
welchen r der Reihe nach die Werte 0, 1, • ■ • »i, der Reihe 

t) Siehe Seite 169 meiner Arbeit. 
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nach die Werte 0, 1, • • • n dnrehlanfeii kann, so mögen mit ihrer 
Hilfe die Doppelsnmmen gebildet werden: 

+ a» + + • • * «1* 

• • • 

+ ^rO + «tl H 9rg' 

Wir bezeichnen diese buuimen durch J'rs* I^i® obere Grenze 
derselben fUr die definierten Werte von r und sei H^^\ die 
untere (r'*\ Aus der Deüniti ii der (iröüeu / folgt dann, daß 
wir die Größen q^, in der I^'orm schreiben können: 

Für die Fälle r ^ 0 resp. ^ 0 modifizieren sich diese Kesultate 
La leichter Weise. 

Es seien femer die Größen e^^ weitere fest bestimmte 
Größen für die definierten Werte von r und 5, dann bilden wir 
mit ihrer und mit Hilfe der Größen q die weitere Doppelsunme: 

^OOäoO +<Wöbl H ^On^On 

• • • 

die wir durch 8^^ bezeicbnen. Um die Betrachtung dieser Summe 
handdi es sich. Dieselbe kann geschrieben werden: 

• • • 

oder anders geordnet: 

• • fe 

Ü (c^Q-C^j) +• • • -i-Jmn-l{Cmn--l-Cmn)'^JmnCmn' 

Nehmen wir ntua an, daß die vier Amsdrlloke: 

17* 
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die wir unter J>^ zusammenfassen wollen für alle a und ^, di» 
den Ungleichungen Genüge leisten: 

dasselbe Zeichen besitzen, die Null eingesehlassen, so folgt, dii6 
wir unsere Summe 8^^ in der Fonn schreibfln können: 

wenn unter üf'^' ein Mittelwert zwischen ö'** und J?'*' Ter- 
Stauden wird, d. h. ein Mittelwert der Größen J^^^j wenn r und 
8 die vorhin angegebenen Werte durchlaufen. 

Wir kennen aber einen Schritt weiter gehen. Wir woUn 
annehmen, dad die Zeichen der unter D| sosammengefafiten Ans* 
drücke swar teilweise von eanander verschieden sind, ab«r ein 
jedes für sich ungeindert bleibt, wenn a resp. ß die genaimtsn 
Werte dorchlftiift 

Versteh«! wir dann nnter M\^^ die Größe JlVn, 

ff einen Mittelwert von J««, 

mriV jrd» 
M n n ft 

Tlfd» pV 

II tl WM •'a/i» 

SO folgt der 

Ldirsatz . Ändern die unter eusammcnge faßten Ausdrücb 
für die angesehenen Wf^te von a und ß ihr Zeichm nicht, 
ka/m der Wert der JJoppelsumme 8^^ gesdmebm werden: 

Jin"<u.+*i"{'v.-«u.)+M"(*«.-«-.)+J«f?'(««.-<'o.-«..+««)- 

Der Satz kann mehrfach spezialisiert werden. Nehmen wir 
iubbesoudei <■ an , dali das Zeiclien aller anter zusaaunan* 
gefaßter Ausdrücke dasselbe ist, so folgt: 

wie schon vorhin bemerkt wurde. 

Es ist der mtmckelte SaU ein Mitielwertsaüt für Dogj^ 
sununeti. 

Wir können noch mehrere Sätze derselben Art angeben. 
Wir setzen das^ die Größe Jr« gleich: 

• • • 
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daim kdBBen die OiOBeii q^, geschrielMii werdea: 

flr. — ^35 - J'Au - rx+t + /i?4-i.+i 

mit Ausnahme von r « m und « = fi, und unsere Summe 
nimmt die Fonn an: 

+ c„C</« - Jä - J'£ + J'S) + ■■■ ei,(/l'i - /Ä) 

Anders angeordnet können wir die Summe schreiben: 

• « « 

Wir bilden nun die vier Ausdrücke: 

und zwar fdr die vorhin angegebenen Werte von a und /?, fassen 
dieselben unter zusammen, setzen femer M?^ gleich und 
ferstehen 

unter M2' einen Mittelwert von JTo^ 
» -^y* n n n ^^9^* 

V(|> J(t\ 

n -"4 » n w vajßi 

80 folgt der 

LehrsaU: Ändern die vier luitcr zusammengefaßten Aus- 
drikke für die angegebenen Werte von a und ß ihr Zeichen- meht, 
90 kam (kr Wert der Jktppeimmme 8^^^ ge9ckrieben werden: 

wir insbesondere an, daß das Zeichen aller vier unter JX 
m m m t ng efafiiem AuadrüdBe dasselbe sei^ so fiHfß: 

wem mier M^^ ein WMmtrt wm ßr r » 0, l , • m, 
I * 0, 1, • • • 91 venkmdm mML 
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Üritteng woBm wir ontor /?« die DoppeUninmo ?«nteheiL: 

• • • 

dann können die Größen q^^ geschiieben werden: 
und unsere Summe S^^ nimmt die Fonn an: 

+<;-.(J2\-/a) ' +• ••c.,(/Ä-/s!.-i) 

oder auch: 

■ ■ • 

+ <f m9(0m» - 'ml - ««-» + «»-Ii) + • • • + ^m*{Om, " «W- J 

Wir bilden nun die vier Aasdrücke D^: 

seten fentt H?' gleich «To» waä verstehen 

unter M^^* einen Mittelwert von Jofii 
» » f» n 

Tlf(3> r<8> 

SO folgt der 

Lehrsatz: Äii'h rn die vier unter Zitsammenpr faßten Aus- 
drücke für die angegebenen Werte von a und ß ihr Zeichen nkht, 
90 kann die Dqppeiaumme S^^ geschrieben werden: 

Ifeftmefi wir insbesondere an, daß das Zeiehen edler vier unter 
mmmmmgefaßks^ Ausdirüd^ dasseltke sei, so foigt: 

wenn unkr JT** «i» MiUdweri von J^fl verskmien wird. 
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Endlich leteUns wollen wir imter /ri/ die Doppelsmimie 
fentehea; 

• « • 

dann folgt, daß q^, gesollrieben werden kann: 

Wir köimeii nun tthnlich Tozigelien, wie in den drei ersten F&llen. 
Wir bilden die vier Ausdrucke B^i 

setzen ferner M]f* gleich Jmo und verstehen unter: 

Jff^' einen Mittelwert yon J^ß 

'<\i T 

3 Tj 19 tt «'aO 



-^3 TJ 19 « 



50 folgt der 

Lehrsatz: Andern die vier unter zusammengefaßten Aue- 
Melke füsr dte angegebenen Werte wm tt md ß ihr Zeichen mcht, 
80 kann der Wert der Doppelaumme 8^^ geaehrieben werden: 

Ndumen wir nt^tesandere <my daß das Zeichen aRer vier unter D4 
awtmmengefaßten AusdrüdBe dasselbe ist, so folgt: 

Wim rnOer M^^ an Mittelwert von Jrl verstanden wird. 



8 2. 

SpeiiaUflicnuig der geAudeiei Reraltete. 

Wii Aoiien nun nicht mit den allgemeiuen Mittolwertsfitzen 
wcit^^r opt^rieren, sondern dfn Grüßen q^^ gewisse spezielle Werte 
beilegen. Wir denken uns dazu ein Rechteck a, &; ^j, 6, oder 
äuch A^BqCqDq vorgelegt, dessen Seiten parallel den Achsen 
sind, wir denken uns femer eine endÜche Fnnktion (p(x. y) der 
beiden TerftnderliokeB Qxöfien x nnd g gegeben, dÄe iüber da» Ge- 
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bid mmeres Hechieckes em eigoMdk» mo^adies oder Ihppd- 
mUgnU hefM, Dis Bachteck mdge fernsr durch die Umm 
x^'^ fii'"9n ^ eodlicha Auahl UeiBerv Bedd- 



ecke geteilt werden, wobei die Ausdrlloke wie y der GrQk 

nach geordnet sind, Xq seUeu wir gleich a, gleich 6, jc^^j 
gleich üj, gleich . 

Dann wollen wir das Doppelintegral der Funktion ^(aJi) 
erstreckt tlber die Fläche a;^, ^r-i>i' l^t-i-i beseichnen durch: 



Fr 



und dme Größe fjlekh q^^ setzen. 

Unter diesen Voraussptznngen sind die (tröBen ^ auch durch 
Doppelintegraie der Funktion qi{x^y) darstellbar und zwar wird: 

•^'-//' •^"-// ''"'II 

Nohen diesen Größen k- nnt n dann nber auch die von uns ein- 
geführten Mittelwerte durch Doppolintegrale derselben Funktion 
9{Xyji) dargestellt werden. In der Tat» nehmen wir das Xntegrsi: 
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% y) dxdif 



nnd lasMii i* und v unabhängig von eiiiandflr alle Werte von 
bis dl« resp. |f| bis b| dnrchlaufea, so ist unser Integral eine 
statigo Funktion yon i« und nimmt also jeden Wert zwisolien 
dar oberen nnd unteren Grenae, diese GrOßen einbegriffen ^ an. 
Zn den Integralen^ die wir anf soldie Weise erhalten, gehören dann 
auch die OrdBen /i-V and bierans folgt» da0 wir schreiben können: 

wobei I und ij jedenfalls den Ungleichungen Genüge leisten: 

Ebenso einfach können die Mittelwerte Jfi^' durch Integrale dar- 
gestellt werden und zwar wird: 



'II '^'-jy "'^'-fß 

ah «6 ab ab 



wobei die drößen |j und 1, zwis<'^i^n a nnd a^, die Größen rj^ 
und 1^ zwischen h und fej gelegen heiu müssen, in beiden Fällen 
die Grenzen ausgeschlossen. £s könnten die Grenzen von 4 und 
71 noch schärfer präzisiert werden, indessen sehen wir davon ab. 
Wk woUm m der Folge immer nur von Mittdwcrtm zwischen a 
wd a^t h md &| dprecMn mid cmdb hierbei meht eimuU htnmih 
ßgen, eb etiea eine oder beide QrenMen in den eimtdnm Fäüen 
kk umm e hmen iai. Femer wollen wir in der Folge die Indioes 
von den GrOfien { nnd i| fortlassen. Es sind dieselben hinxa- 
gefügt worden, am anzodeuient daß die Größe || in MjP eine 
ladere sein Ininn als | in M^^* etc. Es sott in Znknnft als 
selbstverständlich angenommen werden, daß die Größen ^ und r/ bei 
den verschiedenen Mitteln erten verschiedene Werte haben können. 

In ähnlicher Weise köiinen die übrigen Größen M behandelt 
werden. Wir erhalten die lölgenden ßesultate: £s wird: 



f - 1, 2, 8, 4, 
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feroer ergibt aofa 

fttr Jf imd dn Ausdruck von dar Form 



r(S) y<,8> 



ff «4 f» ff ff ff 



II- 



ff n f» 

Jb2adiich wird 



ff ff ff 



AI) ab 

Fusen wir die Resultate znsammeD, so finden wir den 

L^mat$: YmtM mm unter ^(x,tf) eine etuUu^ FimkUm 
der Oröfien x und ^, die flr das CMnei des EedUed» Ä^B^C^l^^ 
DoppiMtegroi heMM und sM: 



y)dxdy^ 

ÄO können die sämtlichen im vorigen Paragraphen eingeführten 
MitMwerte M in der vorhin anriegehencn Weise durch Doppd- 
Megralc der Fttfiliion (p(x. v) dargestdU werden und zwar 
strcrki Uber Bechtcrlr. die einen Teil des ursjm'lnglichen liecMiXks 
auemachen und deren Seiten paraUei den Acitsen simi. 

Es möge bemerkt werden, daß wir die Eigenschaft der 
Endlichkeit der Funktion q>{x, y) unter gewissen Ein^^chränknngen 
hätten fallen lassen können, indessen mOge bieranf nicht niber 
eingegangen werden. 
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§ 3. 

Ai&toUuig eiier Bweiten Kat<^^orie von Mitlelwerls&Uei im ttekieto 

4u BtpfdiAiiiieiL 

Neben den im enten Feiegraphen entwiokeitea Ifittelwerir 
sitm können noeh andere aufgestellt werden« von denen wir 
auf die folgenden nllier eingdien. 

Wir nehmen dieselbe Doppolsnmme /rV» die im enten Para^ 
graphen behandelt wmden ist: 

+ fiie + flit + • * • 9u 

»mm 

+ ^rO + 'Irl H 9rM 

und zwar auch für r =» 0. 1 , ?n ; 5 ^ 0, l, • • • m. Die iSumme 
der Glieder in den einielnen, Horuoütftlreiheii bezeichnen wir der 
Bohe nach durch: 

Wü" greifen nun irs heraus, halti^n r fest und lassen .s alle- Werte 
Toa 0 bis H durchlaufen, dann gehört zu dieser Eeihe der Größen 
i eine untere Grenze eine obere Grenze AJ.*'. 
Wir bilden ferner die Summen: 

md 

jfcii» + All» + . . . A^i» 

und lassen r alle Werte von 0 bis m durchlaufen. Die untere 
Grenze der ersten Reihe bezeichnen wir durch g'^\ die obere der 
zweiten durch ä'**. 

Wir haben auf diesem Wege zwei Grenzen g'^* und A'^' ge- 
funden, die von den Grenzen Gr*** und H^^\ die wir im ersten 
Puagraphen definierten, im allgemeinen verschieden sein werden. 
Ein einfaches Beispiel wird die Richtigkeit der Behauptung zeigen 

Wir nehmen die Summe: 

1 4.34.5 — 1 — 2 
4-4-1-2-3-1. 
Dann nimmt die Beihe der OrOBen: 

Jjit «^(Ä\ /pV» «^iV» «^04 

j^, /ff, /ä', j^, /ä' 
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die CMali an; 

1, 4, 9, 8, 6 

6, 7, 10, 6, 8. 

Es ist also: 

Dagegen ist die Beibe der Größen: 

Ä : 1, 4, 9, 8, 6 also 1, Äi*' =- 9, 

tf;:4, 3, 1, - 2, - 3 also ^i'' - - 3, M*' - 4. 

Hieraus folgt: 

Wie wir sehen, ist das Intervall von g'^^^ bis ein größeres, 
als das Intervall von G'^* bis H^^\ und was hier gilt, wird ähn- 
lich allgemeui gelten oder genauer gesagt, es ist allgemein: 

Wir bilden nun wieder dieselbe Summe 5,^, wie im erstes Para- 
graphen: 

+ 010 + ^11 «11 + J- <in ffi« 

• • • 

Da allgemein: 

mit Ausnahme yon s » 0 ist, so können wir unsere Summe 
Bofarelben: 

^00 *00 I ^01 1*01 

oder auch: 

*oo' (c^ — %i) + col{c^^ — Cw) "i + *o«co« 

• • • 

+ «'o(«-o - «*t) + • • + • • • + «-«w.. 



• • * 
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Wir wollmi mm umekoMo, daß die simtücheii Differensen: 

— und die Größen c^^ 

f&r die mehr&ch geaaiuiten Werte von ß und r ponÜT oder 
NnU sind. 

Dann kann 8^f^ swisehen zwei Qrenien eiageschlosflen werden 
und zwar der <3rOße: 

als unterer und: 

als oberer Grenze. 

Wir kutteü zweitens die Anualime machen können, d&ü die 
Größen: 

stets negatiT oder Null sind, dann bleiben die obigen GrOßea 
Gtenzwerte, nur yertansdit sidi die obere und die untere Grenze. 

Wir bleiben bei der ersten Annabme. Daam können wir 
mit den Summen: 

wie mit den uz^irUngUclien verfahren. Fflr die erste ist: 
die untere, für die zweite: 

die obere Grenze, Toransgesetzt, daß die weiteren TJngleicbnngen 
besteben: 

CaO ~ ^a+lO ^ « — 0, 1, • • • « — 1. 

Ähnlich ist der t ito Fall zu behandeln. Wir erhalten den 
LehraaU: Andern die JHff&rengm: 

iJir Zcidim nicht und ist das Zeichen m beidefi Fällen dasselbe 
zwar von c^^ — wobei c^, auch Nuä sein kam — so hat 
die Swmme 8^^ den Wert: 

ieo6ct m'^* ein Mittelwert zwischen und ä'** ist. 

2u bemerken ist, daß <^ dasjenige Glied in der Reihe der 
Mßen e ist, von dem aas die übrigen Glieder lallen oder doob 
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mcht 8t«igfln oder nmgekelurt, je naoh der Art des gemdmaiMB 
Zeichens. 

Wir nebmen iweitens die Doppelsnmme: 

+ flr+l# + Jr+1#+I H + «r+l« 

« « • 

und bezeichnen die Summe der Glieder in den einzeioen Hon- 
zontalreiiieu resp. durch: 

Wir greifen i*** heraus, halten r fest und lassen 8 alif 
Worte von 0 bis n »Inn hlanfen. dann gehört zu den entsprwbfn- 
deu Werten vou i eine oben < !i < oze Äj.** und eine untere Üreme 
0'?\ Wir bilden femer die •Summen: 

und lassen r alle Werte Ton 0 Ins «• dareUaufen. 0ie mita» 
QrsDse der ersten Beihe ua. die obere der sweiteii J^^. 
Da die Besiehuiig bestellt; 

80 kennen wir die Summe 8^^ sohreibeii; 

■ • • 

oder auch: 

• « • 

Wemi dann die Ungleichungen bestehen; 

und die Größen c^q positiv oder Null sind, so Hegt die Svam^t» | 
zwischen der GrdÄe: 
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+ + • • • c^JS 
+ «,.*T + • - . c.,»« 

als oberer Grenze. 

liefamen wir die weitenn üngleiclniiigtti hinnt: 

Ca + 1«-C„,>0, 

n ist unsere Samme 8^^ zwischen der Größe: 



als unterer und der GrOfie: 



ads oberer Grenze enthalten. Ein iiliuliches Resultat würde sieh 
fr]^eb^n, wenn die Zeichen in den Ungleichungen die umge- 
kehrten sind. 

Wir erhalten den 

Lehraatß: Jndem die beiden Ausdrücke: 

ihr Zeichen nicht und iM das Zeichen in beiden Ausdrücken das- 
idbc und zwar vm Cqq — die NuU embegriffen — so hat die 
Li^^l^dswmme 8^^ den Wert: 

wobä m ' emm Mittelwert zicischm g^^ und Ä**' bedeutet. 

Zu bemerken ist, daü c„^^ dasjenige Glied in der Reihe der 
Größen c ist, Yon dem aus die übrigen Glieder fallen oder doch 
nieht steigen oder umgekehrt. 

Wir können die Doppelsnmme 8^^ noch zwischen andere 
Greomi einsehUeäeu. Wir gehen daza zunächst wie im ersten 
lUle TOT, bilden dann aber die Snmmen: 

und 

und nennen die untere Grenze der ersten Summe die obere 
der zweiten h'^\ 

Wenn dann die Ungleicfanngen bestehen; 

and die (irüjtten c^, positiv sind, so liegt die Summe 8^^ zwischen 

Cf^V + e^^V + • • • Wi* 
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als unterer und: 

c^hi' + CjoÄ'l' c^oAi' 

als oberer Ghnenie. 

Nehmen wir dann an, daft die üngleicbnjigen bestehen: 

Bo liegt die Snnune 8^^ zvrischen 

als unterer und 

als oberer Tirfiizo. 

Wir folgeru hieraus ähnlich wie vorhin den 
LtkrsaU: Andern die beiden Auedrücke: 

•Ar Zdehm mckt mä ist das ZeUAen in leiden Ausdrüdten das- 
selbe nnd smmt wn e^^ se hol dke Summe S^^ den Wert: 

fscbei IN*'* ekm Mütdmert swi»^ tmd bedeutet. 

Zn bemerken ist, daß c^f^ dasjenige Glied in der Reihe der 

Größen c ist, von dem aus die übrigen Glieder fallen oder doch 
nicht steigen oder umgekehrt. 

Endlich gehen wir zunächst so vor wie im zweiten Falle 
und bilden sodann die Summen: 

nnd nennen die untere Grenze der ersten die obere der 
letsEten h^^. 

Es ergibt sieh dann der 

Lehnats: Jsidem die beiden Ansdr&dte: 

ihr Zeichen tüchf tifid ist das Zurhr/i tn heiäm Amdhickm das- 
selbe und mar von c^^, so hat die Simme 8^^ den Wert: 

wenn m*'*' emen Mittelwert zwischen g'** tmd h^*^ bedeittet. 



4 
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Zu benMrkieB ist, dftB dasjenige Glied In der Reihe der 
GrOfiea c ist, Ton dem ans die tbrigen Glieder faUen oder doeh 

niebt steinten oder tun ^^e kehrt. 

Es braucht kaum liiTVorgeliuben zu werden, dail der Iiihalt 
dieser vier Sätze im wesentücheü derselbe ist. 



§ 4- 

Sfeiialihienuig der im vurigea Taragraphen gefundenen Resnltnte. 

Wir wollen die Resultate des dritten Paragraphen in der- 
selben Weise spezialisieren, wie die Besnltate des sweiteii. 
Wir setsen dam: 



wobei für die firOhereu Bedingungen gelten. 



Dann werden die Größen vV &nch als Doppeüntegrale ge- 
schheben werden können, und zwar wird: 



Es i5?t das Doitp* lintroral also über das in der Figiir an- 
gedeutete Bechteck I zu erstrecken. Wir wollen andererseits das 
Doppelintegral betrachten: 



'n 

m b 

r 



ipi^ff)dxdff 



IS 
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und V in atetigttr Weise alle Werte von b Im darcUMÜn 
UuneD. Dann eriuüten wir auf diesem Wege alle GrOBen 

ferner aber folgt aus den gemachten Annahmen , dafi em jeder 

Mittelwerl der (JröÖen «J-V, wenn s die Werte von 0 bis m durch- 
läuft, geschrieben werden kann: 



• I « "7 



wenn einen Mittelwert zwischen b und bedeutet Modi- 
fizieren wir dann die Schlußweise des Yongen Paragra|üien etwas, 
um kflrser zum Ziele zu gelangen, so können wir sagen, dafi die 
Summe S^^ jedenfalls die Form haben ma6: 



Die Größen liegen alle zwischen b und b^. Wir könnm di*' 
selben als Werte einer and derselben Fonktion Ton x anBehsD, 
die in den Ihtenrallen TOn a bis dS| bis ai^ eto. stets dsoselbci 
Wert besittt, dagegen Ton Intervall an Intervall sieh iadsri 
Wir wollen dieselbe dnreb t|; (x) beieiclmenf wobei an bsmeikiik 
ist, daB ^ (x) von m und n abblngen wird. Wir wollen slier 
davon absehen, diesen Umstand durch Hinzufügung von IndiCM 
an/.utieuten. ^\'ir ktumen von dieser Sanktion jedeul"alls so viel 
aussagen, daß ihre Werte sämtlich zwischen b und b^ gelegen 
sein müsse u. 

Unsere Summe kann unter solchen Umständen geschriebeo 
werden: 



^ b X 



m 



nnd es ist jetst nur nötig, einen analytischen Ausdruck f&r dn 
Mittelwert der Summen: 
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aqtotdkiL Eliia solche Sninine kOnntn wir aber beieiohiiaii dnxcli 

m 5 

es ist dieselbe ai.so ein Doppelintegi'al der Funktiuu qp (^» y) 
erstreckt über einen Teil des Ri?cbtecks Ä^BqCqD^ und zwar 
einen Teil, der begrenzt ist von den Linien: 

und einem Zuge von geraden Linien, die abwechselnd der x- und 
der y-Acbse parallel sind. 

Wir halten nun die l:'unktion ^(x) fest and betrachten das 
Inteflxal: 

•» V(f) 
• b' 

in welofaflDi i« stetig alle Werte Ton a his durchlaufen kann. 
Dum nimmt nnser Integral n. a. alle Werte der Integrale: 

^ Sp(^i y)dxdy 



sn, ferner aber folgt, daii ein jeder Mittelwert der letzteren die 
Ponn haben muB: 



wobei I einen Mittelwert zwischen a und bedeutet. In 
Ihnlicber Weise können die anderen im vorigen Parugrapheu auf- 
gestellten Mittelwerte dargestellt werden. Wir fassen die Kesul- 
tate zusammen in dem folgenden 

Lehrsatz: 8eUt mm m 8Uüe der Größe g^^ das Doppd- 
mkgral: 



TP 



wobei nnter ^ (d?, y) eine endlkhe FunkUm von x md y «er- 
iMm wM, die Über das Gdfiet des Bet^Ueka J^^o^o^o ^ 

18» 
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eigmiÜUiies Mvei/Mef LtU0räl beäki, so ntkmm die im vohfm 
Baroifraphm defkiiertm MUtduterte liie Form an: 

"iJ' "'Ii "^-// '"-/I 

Die hitegraU frevtefon Mek cMe imf FmMm ^{x, jr). Die 
Größen £ Ue^en moiaOm a und a^, die Größen if(x) mmI Fmik- 
Honen von x, deren Werk moiet^en b und Ikgm, | und ^(/ i 
hhmen in den verednedmen Integrakn verschiedene Werte käbm, 

§ 5. 

BitwiekeliBg einer aH^Mdn« Meikede nr AilMellii|r Tei WM- 
wertrttien flr eigeitiieke Beppelfitef^nle. 

Wir denken uüS Dun aeben (p(T.,y) eine zweit*^ endiiche 
Funktion f\jc,y) vorgele^, die dieselben Eigenschait^ü besitzt 
wie 9 {xy y)y also ein eigentliches Doppdiniegral über das Reckick 
-^0^0 ^0^0 Unter diesen Voranasetsnngen betrachten wir 

das Doppelintegral: 

ah 

Bas Rechteck A(^B^CqDq denken wir uns wie früher durch 
Linien nnd m kleinere Rechtecke zerlejrt^ deren Auzahl eine 
endliche ist. Dann kann unser r)in)peliniegral als Summe einer 
Anzahl anderer Doppeiintegraie dargestellt werden und swar: 




Den Wert der Funktion f{x,y^ m cmtim der Eckpuiikt« dtf 
Rechtecks x^, y/^ «^r-i-i? ff+i bezeichnen wir durch c^^, wobei iJi 
geeigneter Weise für die Eindeutigkeit von c^^ Sorge zu tragen 
ist (siehe etwa Piuncisheim, Müncbener Berichte 1900 pag. 22u 
oder die citierte Arbeit von Akzela pag. 105). Um die UDt^^ 
snchong xn einer möglichst elementaren zu gestalten, woUen wiTi 
ine schon in der £inleitang angedeutet, auf die hienns ad 
ergebenden Festsetcungen nioht weiter eingehen, sondern von 
Tome herein annehmen, da6 die Funktion |r) im BediM 
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J^B^P^D^ dodeatig und stetig so, fenur waUen w als Eck- 
pimkt ein fttr alle Haie den linkea antereii feetselsen. Bana 
kann inneriialb eines jeden Integralseicliens an Stelle von f{xy y) 
jedenlalljs geschrieben werden: 

sodaß unsere Doppelsumme in zwei Teile zerfällt: 

r $ 

wobei die GröBen q^^ die in den yorigen Paiagraphen angegebene 
Bedeatimg besitzen. 

n ^2 f f 'fix, y) - e,:ifp{x, 9)dxdtf, 

* y 
r 9 

Die erste Sniunie hat die Form der Summen, die wir im zweiten 

nnd vierten Paragraphen untersncht haben und kann nach den 
dort angegebenen Sätzen dargestellt werden. 

Die Behandlung der zweiten Summe erfordert andere Methoden. 
Nehmen wir an, daß dieselbe fl« fi Greuzwert Null besitzt, wenn 
m und n unabhängig von einander über alle Grenzen liinaus 
wachsen — wobei die Diagonalen der einzelnen Rechtecke alle 
unendlich klein werden — so ist klar, daß wir von der zweiten 
Somme absehen und uns im wesentlichen auf die Betrachtung 
der ersten beschränken kOnnen. 

Die genannte Annahme ist aber jedenfalls erfüllt ^ wenn 
fC^y) durchweg stetig ist 

Ufikr sdUshm UmMnäm ist Mar, daß dm MiüdwerMUgm, 
die wir fär Doppdamimm aufyestM haben, entdeckende Mittel 
Wertsätze für DoppdifUegrale gugeordnet werden körmen, 

§ 6- 

AidtellHng einer ersten Kategorie von Mittelwertsitsen iu Gebiete 
der eigentUekei iweifadien Integrale. 

Wir lassen jetzt in den S&tzen, die wir in § i nnd § 3 
gefonden haben, m nnd n unabhängig von einander Aber alle 
Graizen hinaus wachsen, wobei wir an den filr ip(Xfji) und 
ipiter ftr y) gemachten Annahmen festhalten, so ergibt sich 



Digitized by Google 



260 



ein« ento Kttegorie TOn ICttehrarteifaeii Ar «igenHiehe Doppd- 
integrale. Dieselbe Iftotet: 

Erster Lehrsate: Andern die Äutdrüdte: 



für nUe in Betracht kommenden Werte von x, y, €, c' ihr ZekAm 
nidu, so mi das vorgelegte Doppdintcgral: 



+ (fi(h . «►t) - f(ßi , ^) - A«. 6i) 4- / (a, 



Skid Mfesondere die Zekhm m cßm drei Äuedrüeim die näm- 
UdieH md ewar gleich dem TUifhm von f{aijh^), die NiH m- 
begriffen, so wird deis vorgekgtc BoppdintegrcU gleich: 



Zweiier Lfimate: Ändern düe Amd/^Mse: 

y) - + i^) - f(^, y + O + /"(^ + y + 0 

üir Zeichen nicht, so ist der Wert des vorgelegten DoppeUnkgroiet 
gleich: 

f{a, b)M['' + (na,, b) - f{a, b))M'i' + (A«, K ~ fa, 6))3f? 



Ist insbesondere das Zeichen aller drei Ausdrucke das nämli^ 




a 6 



gleich: 




uml ^war (jleich dem Zeichen von f(a, b), die NuU dfibegriffen, 
so wird das vorgelegte JUojj^clintegral gleich: 
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DrUier Lekrsais: Ämkrn die Ämdrücke: 

/(«vy + O- y) - f (aJ + i/ -f f ') 4- f{x -f y), 

i*r ZM6»m fNdbf, so ist der Wert des Doppeknkgrake #Md^; 

fia, b^M'^^' + (f (a, 6) - /(a, ^^»If;»' + (/-(Oi, b,) - fa, b^)M'i' 
-h (/"(a, &i) - /-(a, d) - r (oj , 6^) + na^ , &)) J/;« . 

Itt imabesomäert das Zeichen aUer drei ÄtisdrMe das nämüeke 
«NcK 0mar g^eUih dm Zeiekm tm f{a, \), die KüU ekibeifriffen, 
90 wird dos vorgelegte Doppelintegral glekJi: 



Vierier Lehrsats: Ändern die AMsdrüdse: 

f{:i> 4- f, y) — + y 4- «') — /"(«, y) + f(x, y + 
ihr Zeidteti nidU, so ist der Wert des vorgdegten Loppdintegrales 

Isi insbesondere das Zekhcn aller drei Ausdrikke das mtrUiclie 
^(nd zwar gleich dem Zeichen von f{a^, b), die NuU einbegriffen, 
so folgt als Wert unseres Integrales: 

f[a» bj) jj f(x, y)dxdy. 

Der sweite dieser S&tee stammt im wesentlichen mit dem* 
jenigen llberein, den der Verfasser in der citierten Arbeit ent^ 
irickelt hat. 

Die Darstellung der Größen M in der Form vuu Doppel- 
integralen ist im zweiten Paragraphen gegeben worden. 
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8 7. 

AafsteUang euer zweiten Kategorie reu Mittel wertsitsen flreifiBfliche 

Doppelintegmle. 

In fthnlicher Weise wie im vorigen Paragraphen kann aof 
der zweiten Kategorie Ton Mitielwertsätzen för Doppelsummen 
eine zweite Kategorie Ton MittelwertsfttBen für Doppelintegnle 
abgeleitet werden. Auch hier behalten wir die Bedisgoiig bei, 
daB <p(xy y) endlich und integrierbar« f («,|f) etndevtig und stetig 
sei, indem wir filr allgemeinere FSlle auf die Arbeit von AbzbJL 
▼ er w e ife n. Wir begnügen uns damit die &ltM anrageben. 

Erster Lehrsatz: Ändern die Differeneen: 

y) y + O und fix,b)-f{x + €.b) 

ihr Zeichen nicht und ist das Zcidten in leiden Fällen das näm- 
liche uml zwar von f{a^,b^), die Nuü einbegriffen, so ist dm 
vorgelegte JJqjpupeUntegral gleich: 

Zweiter Lehrsatz: Ändern die IHfferenBen; 

f(x, 9+s')- f{x, y) und f(x + b^) - f(x, b^) 

ihr Zeidien iMCkt und ist das Zeichen in beiden Ausdrikken das- 
8^ und moar von f(a, b), die NiM emb^/rifm, so itt in 
vorgdegU Ikjppdiniegräl ^eicft; 



Dritter Lehrsatz: Ajulern die DilJcrcn;:cti: 

ihr Zeichm nicht und ist das Zeidien in beiden Au^dtiickm das 
nänUiche und zwar vm f{a, b^, die NuJH einbegriffen, so ist doi 
vorgelegte Doppdinkgrat gleich: 

f(jhfb) I I (p{x,g)dxdg. 
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Vierter LeknaiB: Ändern die Differmgem: 

fix, 3^ + £') - y) ««^ /"(^^ ^) - + 6|) 

ilr Zeidben incM «fid t0< das Zekken m Mto ^«Miriidisefi das 
udmUeke HMci jiMir «on /(oi, die ifiiB ajfi(<9n/f€M, 90 id das 
wr$defU DoppdM^gnU ^eidk: 




In allen vier Sitian bedeutet { je einen Mittelwert zwischen 
a und der in den vier FSUen durchane Tenehieden eein Vann, 

t(/(jc) je eine Punktion von ar, die für alle Werte von die 
zwischen a und ^ gelegen sind, jedeufiiUi uur solche Werte an- 
nehmen kaijn, die zwischen h nnd 6j gelegen sind. 

In den vier Sätzen, die wir aufgestellt haben, ißt voraus- 
gesetzt worden^ daß je zwei Differenzen der l'unktion f {x, y) 
dasselbe Zeichen besitzen und zwar wie die Funktion f (x, y) in 
je einem der vier Eckpunkte dee Rechteckes A^B^Cf^D^. Von 
^eser letzten Voraussetzung können wir uns befreien^ das Zeichen 
in dem ent^rechenden Eckpunkt kann beliebig angenommen 
werden. Es modifideren sich dann die vier Sfttse. Diese Hodi- 
fibitionen sind aber so ein&cher Art — es braucht an Stelle 
von f(x,y) nur die Differenz Ton f{x,y) und dem Werte der 
Funktion in einem bestimmten der Tier Eckpunkte eingeflihrt tu 
werden — , daß wir von ihrer Aufstellung füglich absehen können. 

Die entwickelten Sätze sind Sätze von der Art, wie sie 

A&zelA zuerst aufgestellt hai 

Schließlich möge bemerkt werden, daß die Hinzunahmo 
«iipser Sätze die Theorie der FouBinASchen Reihen mit zwei ver- 
Inderlichen Größen, wie sie der Verfasser in der citierten Arbeit 
gegeben hat, insofern weiter fOhrt^ als TOa dem Zeichen der 
Cbößen Z>_ abgesehen werden kamt 
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über eine gewisse Gattung von 
Kugelflächen - Integraleiu 

Von 
G. NBiMAini. 

§ I. 

Über die hier zu betracbleuden Funktionen JnK-c, y, nnd über di« 
unmiitelbar 211 Ta^e li^endea Eigensehafteo dieser Fanktiunci. 

Zerlegt man eine gegebene ElUj^ deren Achsen 3 a und 2 ( 
heißen mögen, YOn ihrem Mittelpunkt aus, in lauter unendUch 
Bdunale Sektoren, und addiert man sodann die Flftcheoinbslte 

dieser Sektoren, so erhält man in solcher Weise fOr den FUdten- 

Inhalt der gegeheuuii Ellipse folgenden Ausdruck: 



1 /* 



e 

Dieser Ausdruck muß daher - nah sein und man gelangt daher, 
indem man ^-^ » Ä und B seUt, zu folgender Forawl: 

Dieses Integral kaun man ein Kreisifücyral nennen. Denn man 
kann dtp als das Element einer Kreislinie vom Radius Eins an- 
sehen; wobei alsdann cos 9> und sin (jp in bp/oirhnon sein werden 
als die Riehtuugscosinus des nach einem solchen Eiemente dff 
hinlaufenden Kreisradias. 

Berechnet man in analoger Weise das Volumen eissB 
EXUpaoideSy indem man dasselbe, tob seinem Mittelpunkte ans» 



Digitized by Google 



C. Kioiuunr! Oan KuMunlonn-IraoiAU. 



265 



in krater miendlich dQiuie Kogel serlagt« so geUuigt nuui sni 
fdgender mit (i) ■naloger Fotmel: 

y » dm In 

(il««+B^" + CrV ^^^^ 

Und dieses Integrel kann ein Kugelflädien- Integral genannt wozden. 
Denn dasselbe dehnt sich aus Aber alle Elemente dn einer mit 
(\fm Badiva JEm$ beeobriebenen Engelflftclie; wobei a, y die 
BifihtimgscosuniB des naeh dem Element dm binlttaüaiideii Engel- 
ndins Toatellen. 

Wir wollen nnn die Formel (2) als .Grondlage bennftran 
2iir Untecsnehnng gewisser anderer Kngelffitehen-Integrale: 

13) /«=y(a:«« + jfP' + i^y«)"<J«, 

wo dö, «, y, sowie auch das Integralzeichen, rli^selbe Be- 
deutimg wie in {2) haben sollen; während unter Xy z beliebige 
Variaiblm zu verstehen sind; sodafl also eine Funktion von 
V. r repräsentiert Dabei mag n eine belielrig geg^me redh 
K(m8kmte sein. 

SpMlalfllla. — Ifacbt man n — 0, so erbUt man; 
(3a) J^^Jdm^^n\ 

sodaß also Jq eine Konstante ist. — Setzt man ferner n — 1,2, 3,... 
so eigibt sich ohne sonderliche Mühe: 

^^^^ ^t-^[(«+yf')* + 2(*^+y* + i*')], 

eto. eta; 

soäaß al (• /, , J^^ J3, etc. lauter ganze homogene Fnnktionen 
Ton jff z sein werden. 

Im «llgmnelnen aber wdH das n eine beliebige Koa* 
sfisnto Min; und es wird also im aUgemeinen die wirkUcbe Be^ 
ndurang der Funktion d. i. die Ansftthrung der in (3) an- 
g^benen Integration niobt gana leiobt seui. 
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C JNmiiuudi: 



Welchen Wert mm aber die EonstaDtA n auch hahm mg, 
jedenfalls ergibt sich aus (3) daieh DifiieceaüaliQa: 

(4) W " ^'^^ ^y*)— */l'<i», 

woraus durcb Mvli^likatioii mit x, y, z und Addition «wb eigilfl: 

Vn eine bei fable« mOel 

'(5) *!» +f-ä^+' 2* L K»«»'- J- 

Nun ist «' -|- + y" — 1, weil a , p, y Riohtimgscosinus 
lind. T'nd mit Rücksicht hiermit ^t»langt man durch Addition 
der diei Gleichungtin (4) zu toigender Formel: 

W J» » L M«««t«i* J* 

Dies ist eine sogenannte rekurrefüe Gleiehufig, mittelst deren 
man aus die Funktion _ | zu berechnen Tcrmag, Es fagl 
sich nun, ob man nicht Tielleicht auch rangolvehrt aus J^_j fie 
FnnktLon «T^, oder (was dasselbe iat) aus die Funktion J^^i 
abznleiten im stände ist Diese IVage wird im folgenden Psnir 
graph dnrch die Formel (13) beantwortet werden. 

Die rekorrente Qleiohnng (6) versojfi, infolge des ncUs 
stehenden Faktors n, fSr n «- 0. D. h. man wird mittelst dicMr 
Gleichung aus nicht abzuleiten im stände sein die Funktion J_y 
litiigegen wird man, mittelst dcrselbeji, »us der Funktion J_i 
successive die Funktionen J_^y «^-«i? ••• ableiten könneD. 

Und hierbei sei bemerkt, daß die Funktion 

(6a) J.i =/«.»+Jj^+,,i 

darstellbar ist durch folgendes eUipUsche Integral: 

eo 

(6b) JLi-2«r— - 



was weiter anaftthren sn wollen^ übesflUasig enoheint 
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Keie m^iMcluiltoi 4er FuktimB J„{x, y, g). 

Setsi mftn in (2): Ä^l—ex, B 1 — «y, C = 1 — 
wo t muia sdw fsiemm kangtanton Faktor TorateUan aoU, so 
cridat man flofint*): 



(7) 



1 ^ im 



oder, iaUs man sich die rechte Seite entwickelt denkt nach 
Potenxttn Yon i: 



OD 



(8) , * 

wo die folgernde Werte bentien: 

0to. ata 

Diese Werte der sind leicht ansdräckbar mittelst der (3). 
Van erh&lt: 

i/o"=j^«^o> i/o=l [vgl- (3a)]» 

etc. etc. 



•) Denn es ist zu bcacbten, daß «, y RichtungscoBiniw sind, 
daü mithin a* -j- -f y- = 1 ist. 
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Ans (S) folgt durch partielle Ableitung naeb or: 

^ ^ 2(l-»«)}/(r^«a:)(l-ty)(l-*i) ' 

nnd nuamehr ergibt sich aus ifi) und (lo) dorcb iüiumaation 
der Woraelgröde: 

Setzt man hier die Koeffizienten von e~ ^ auf beiden Seiten ein- 
ander gleicb, so erhalt man 

was niebts Neuss ist, weil IT« « 1 ist [rgL (9)]. Sodann aber 
erbtit man weiter durch Qleichsetsung der Koeffizienten i\ i\ ... 
die Olsichungen: 

— 2 ag ' «=.0.1,8,», ,.4. 



Statt der kann man hier, mittelst (9), die einf&brai. 
So erhält man: 

oder, was dasselbe ist: 

Ebenso wie diese Formel Ableitungen nach » enthilt, ebenso 
werden sich offenbar analoge Formeln ei^eben, die mit den Ab- 
leitungen nach y und z behaftet sind, sodaß man also su lU* 

geudem ResidtaL gelaugt: 

Satz. — Für die zu ufUtrs%tchenden Funktu/neti (3) g^en 
folgende Gleichungen: 



dy dg ' 

/2 n 4- 3\ ^ -i- 1 
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MMfUtmi MOM aber ditie Okidnrngm mdt x, «, und addmi, 
90 trkäU mm, imt IMtMd amf (5), mtfoH: 

J5!s nifl^ gcstatici sein die Formeln (12) und (13) a^s 
rekurrente Gleichungen zu bejieichneri. Jedenfalls wird die 
Fot-mei t^ij) diesen Namen verdienen^ weU man, mittelst der sdbm, 
aus die Funktion ^ , abzuleiten m stände ist. 

Wfthreiid aber die früheren Formeln (5), (6) offenbar stets 
gelten, welchen Wert man der reellen Konstante n aueh beilegen 
mag, — sind die gegenwirtigen Foimeln (12), (13) einstweilen 
nnr bewiesen fftr 11 » 0, 1, 8, 3, . • Es fragt aidi also, ob 
die Fomeln (12), (13) z. B. noch gflltig sind fttr ««i — 3, 
oder für « » |, oder allgemm fibr n » 1, wo X eine gang 
hefkhi^ reelle Konstante sein solL 



§ $' 

Weitere Catennchmr^fii fiber die im vorigen Paragraph gefiuideaeB 

rtknrreatea tileichoiigeii (12)^ (13). 

Ans (3) ergibt sich, fi&lls man daselbst das n durch den 
Buchstaben X ersetzt: 

(14) -J* [x«» + yjJ« + ey^dm. 

Femer werde gesetzt: 

(.5) r-/a + «.£-2e±;)i:fei. 

Dieser Ausdruck f wird idsdann, zufolge (12), gleich Null sein 
für>l = 0, 1,2, 3, . ... Und es handelt sich för uns nun uni 
die irage, 0I3 dieses Nullsein vielleicht auch dann noch statt- 
findet, wenn mau unter k eine gam be^ig gegebene reelle Kon- 
ttank versteht. 

üm nun anf diese Dinge näher einzugehen, werden wir die 
AnsdrClcke Jx nnd f zu entwickeln suchen nach den Funktionen 
/gl J|, . . diese Funktionen aber gebildet gedacht, niebt 

Ar die Aigumente jr, sondern fttr die Axgnmente « — 1, 
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y — l, e ~ 1. Die in Bede stehenden Sntwiekiniig«! 
also fortBehroitm, tiiitM nftch den Fiiiiktioiie& 

(16) J^^J^^at^-i-pß^-i-ß^ydm^ C»-flti,i.j,.»l» 
Bondem vielmehr nach folgenden Fonktionen 

(17) 3«= f [(«-l)«*4-0-l)^' + U-l)/]"da, f.=.o,i.t.V..). 

Dabei sei bemerkt, daß die in (i 2) für die erhaltenen v^nnenten 
Gleichungen sich auf die übertragen. 80 i. B. wird man auf 
Omnd der entm Gleichung (12), indem man daielbei « 
mit x^l^ p^l, B"^! TertMudit» eolbrt tu folgender Fomd 
gelangen: 

Auch ist offenbar [yergl. (3 a)]: 

(19) niitiiina.B.: ^->0. 

Setit man rar angenMicUichen Abkflnmig: 

(20) w - (« - l)a« + (y - 1)^« + - 

10 erhalten die Fonneln (14) und (16), (17) folgende Oeatalt*): 

Bei den Untenmehnngen des gegenwirtigen nnd dea folgend 
Paragraphs wird es nun dorditiia notwendig seini den Axpr 
menten «, y, 0 kompiexe Werte beisniegen, also an setsen: 

(22) x^XR-^ixg, y — y/i-fiy«, « = «Ä-i-tjp«, 

wo V=T ist, wahrend x^, $r luid 
sollen. 



(»«) 



1; 



*) Zu beachten ist, daS a, §, y Bichtnngakoiiwqa ebd, ni^ 
die QiMdratminime «* -|- /}* -f ilete 1 ist DemgemU eigiU ndi 
B. B. ane (ao) sofort: w 1= (««• yf* + #7^ — 1. U. s. w. 
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Anoh enchont es, wenigstens Yorlftnfig, zweolanftlUg, die 
ViriilriHtilt der komplexen Argumente y, e folgenden Bedin- 
gungen zu unterwerfen*): 

(23) niod(«-l)^|, mod(f-l)^J, |nod(«-l)^i. 

Was endlich den Ausdruck w (20) anbelangt, so ergibt sieb 
ans (20) sofort: 

mod w ^ mod (« — 1) -f |5* mod (y — 1) + mod (s — 1); 

denn a, y sind Bichtungscosinus, mithin stets redl zu deuken. 
Aus dieser letzten Formel folgt nun weiter, mit liücksiciit auf 
die den Yanableu x, y, z auferlegten Bedingungen (23): 

modw^(««H-j3« + y«)i 

d. L 

(24) mod w ^ ^. 

Fol^idi wird z. B. (1 + in eine nach den Potenzen 
Ton w forteehreitende hmoergmie Beilie entwiokelbar sein: 

m welcher mittelst der bekannten GAuas'sclien Funktion il 
felgendeimaBen darstelllMur ist: 

(^6) K- 



JT(n)n(l — n) 

Hadh allen diesen Vorbereitungen, wird es mm leicht 
leia, nnser eigentliches Ziel zu erreiohen. Snbstitmert man in 
der eräm der Formeln (21) die hmvergente Entwicklung (25), 
so ergibt sieh: 

d. L 

JfXfJ*dai-\-X^J* w<i»4- ^ J w^da "^hj ^^d(o 4- • 
oder einfacher geschrieben: 

- »bO 

Statt der Zahl | hfttte man in (23) ebenso gnt irgend eine 
lodflre, der Bedingung 0 < 9 < 1 entepreehende Zahl 9 nehmen können. 
Nor der Ektfadiheit halber ist hier \ geeetsk 

MMk-vM^ KIMM IMS. 19 
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also mit HinbUok auf die lätU der Fonnelii (21): 

«=0 

und folglich aach: 

(28) 

Substituiert man jetzt diese Werte (27), (28) in d«r 
Formel (15)» äo erh&It man: 

nmQ 

oder, was dasselbe ist: 



11=0 

wo die iB der ersten und sweiten Zeile in den eckigen KlinuiMn 
enthaltenen AnsdrUcke homogene Funktionen y<m — 1 , y — 1, 

g — 1 sind^ respektive von der nten und (« — l)ten Ordnung 
Für den ersten diuser beideu Ausdrückt: kaim mau den in (I«) 
angegebenen Wert substituieren; und erhält in solcher Weise: 

««1 



Dabei ist mglei^ in der sweiten Zeile die untere SummatioM- 
grense «1 — 0 ersetet worden durch » » 1; was offenbar eriasU 

ist, weü ^ gleich NuU ist [vgi (19)]. 

Ersetzt man jetzt in der kigtm Zeile Yoretehender Yotai^ 
den Buchstaben fi durch » + 1, so erbftlt man: 
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2n-f S\ ^3« + i 



«»0 

und hierfür kaim man schreiben: 

(^9) 

wo alsdann die Bedeutang liftt: 

Sobititiiidit man hier ftr il^, und (1 + On + 1 (^^) 
enidiilielieD Werte, so findet man sofort, daß O^^O. Somit 
ergibt sieh also ans (29): 

(io) f - 0. 

Erinnert man sich nun an die eigentliche Bedeutung von f 
[fergl. (15)], und beachtet mau zugleich, daß die gegenwärtigen 
Untersuchungen wesentlich aui der Voraussetzung (23) beruhen, 
so fahrt die Formel (30) zu folgendem 

Boeultat. Es sei l eine beUebig gegebene KoneUmU^ die 
s. B, paeiäv oder neffoHv, eine game ZM, oder eine gebrodune 
ZM sein katm. 

Alsdann vird die fikr irgend wekhe redkn oder kompleg^ 
Argumenie x, y, ß gebädete FunkUon 

(3.) r-n*-..o=.^.+2,g-2G4±-3^4±i 

iWj as» 0 sein, solange jene Argumente x, y, z den Bedingungen 
(32)abs(«-l)^i, abs(y-l)^^, »bs(*-l)^| 

mtencorfen gedacht werden. 

Hiermit ist ofifeubar bewiesen, daß die erste der Gleichungen 
(12) auch dann noch gilt, wenn man daselbst die positive ganxe 
2ahl n durch eine beliebige Konstante X erset/t, — immer vor- 
itt^gesetst, daß die Argumente «, jf, g den Bedingongeii (32) 
Geaflge leurten. Daft Analoges Ton den beiden andern jener 
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GleichuDgeii (12) und ebenso anoh von der Gleksbnng (13) gdtm 
wirdf bedarf keiner weiteren Erlftatening. 

Ei handelt sieh mm aber yoir aUeii Dingen am die ^e- 
Bciiigung der Einschränkungen (32), oder wenigstens um eine 
möglichst starke EnveUerung des durch jene Einschrftnknngeo 
umgrenzten Spielraumes. Und das soll im folgenden i'ai-agiaph 
versucht werden. 



§ 4. 

Bs wird gessigtt daB lie in Bede stekeiiea rekaimtai Olckiiieai 
(12), (13) sieh lech gtltig siad fir aegallye od gebreehaie Wert» 
▼ea fi, Tenasgesetit, daB «aa iaM aaf Arguaeate j-, 1/, t M W 

schränkt, deren reelle Teile > 0 sind. 

Die komplexe Variable 

(a) X^xrt+ixsj [vergl. (2 2)] , 

kann geomeMsch aufgefaßt werden, nSmlieh angesehen weiden 
als ein ^mkt auf der komplexen Ebene. Dabei sind slsdsas 
Xr und X3 die Koordinaten dieses Punktes in Besag auf swei in 
jener Ebene festgesetste (aufeinander senkrechte) Achsen J{ und 
Ton denen die eine als die redte Aehee^ die andere aber als die 
seUU^^e Achse (oder imaginftre Achse) zu bezeichnen ist 

Denkt man sich nun die Variable T [ebenso wie z. B. in 
(23) und (32)J der liediuguug unterworfen: 

(b) mod(«-l)^i, d.i mod(s?Ä4-t«s- 1) < 

so wird der Punkt x gexwungen sein, auf einer EreisfUSdie sa 
bleiben, die in der genannten Ebene um den Punkt 1 [d. L um 
den Punkt (xn »1, 0)] mit dem Badius \ beschriebeu ist 
Aus der Bedingung (b) folgt dsher sofort, ^8 die nut der 
Achse R parallele Koor^tinate Xr des Punktes x stets ^ |, nufliin 
s, B. auch stets > 0 zu bleiben gezwungen ist. 

Die Bedingung: mod — l) ^\ wird also nihttc 
Weiler es die Formel xr^O nach sirJi ziehen. 

D. h. geometriech ausgedruckt: die Kreisflädte: 
(33) jmod(aß —i)^{itimHre6n Teil dee größeren Flädm- 
gebietes: xr > 0. Oder, was antf dassdbe kimmtekommi: 
Da» Fächengebiä: Xr>0 mUhäU m M jene Sreieflädn: 
imod(s!--l)^ J. 
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Mbti hat zu unterscheiden swisehen den baden Formeln: 

■PR > 0 imd ^ 0. Die letztere Formel repräsentiert üüenbar 
jreradezn die eine Hiäße der komplexen a;- Ebene. Hingegen 
repräsentiert die in f ,S3) genannte Formel rr/^ > 0 ein Gebiet, 
welches von dieser Ebenenliülffce sich unterscbeidet dureb einen 
onesdlich sobmalen längs der Achse S sich hiuaiehendeii Flächen' 
straifiUL 

MU (33) vöüig analoffe 8ätge gelten offenbar fUr 

(34) die komplexe Variabk md ^mao muh ßr die kmr 

plcxe Variable z. 

Was mm die im vorigen Fangraph eingeführte reelle Kon- 
stante 1 betrifft, so wollen wir zur Verein&chnng, und nm die 
Voistelliing besser zu fixieren, 1 — — 8 setzen. Alsdann ist 
nach (14) imd (15): 

(35) s -=J (^„t ^, ^ ^- tjif » 
und 

(36) f- fix, t,. M) - + 2,%- - 2(|-i^) 

Snbstitniert man hier in (36) für Jl^s Minen Wert (35)» and 
ebenso aadi für JL? den analogen Wert, so erhttlt man durch 
elementare Bedmung sofort: 

\ / K r ^*dm 

WO h' die Bedeutung bat: 

(3«) — 2 . 8 . a;«* -f [1 + - 3)«*](««* -|- -f- V). 

Hieraus erkennt mau, daß die Funktion f (37") nur allein 
dann unstetig werden kann, wenn der in (37) nnti 1 iem Integi-al- 
zeichen stehende Nenner Nuii wird. Jeuer Kenner aber ist, wenn 
man von der schon vorhin eingefuhi-ten Bezeiehnongsweise (22) 
Gebraiioh maeht, folgendermaßen darstellbar 

8etst man nun Yoraus, daft die GrSßen xr, ür, Sjt sftmtlich 

>0 bleiben sollen, so wird ein Verschwinden des Trinoros 

[iii^^ -f i/Rß^ -f mitbin aucb ein Verschwinden jenes 

Nenners schlechterdings mimoqlkh sein; denn die positiven reellen 
Größen «*, f sind der itelation f' = 1 unter- 
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C. Nsoiunr: 



worfen, mithin Ton BolclMr BewdiaffNÜieit, da£ hOolisteos Hßei 
Ton ibnen gloch Null werden kSnnen. 

Sind «leo die GrOBen o^n, jfji, gR shntUeh > 0, ao wird 
ein Yersohwinden jenes Nennen, und folglich aneh ein üneleiag- 

werden der Punktion f durchaus unmöglich seinj sodaß man 

sdüü zu tolgeutieiü »Satz gelangt: 

Sats L — Die Funldion f{x,ff,e) wird fortdauernd stetig 
Mifs faüs MOf» ihre Argwmmt» », $, » dm Beämgmgm 

(39) «ii>0, yR>0, sr>0 

Und sa diesem Baise können wir auf Qrond des in (31), (32) 
erhaltenen BesoltateSy sofort noch folgenden xweiten Sati hinzn- 

fügen : 

Sats n. — Die Fimktion f{x, y, z) wird stets «= 0 sein, 
falls man ihre Argumente y, js den Beduigungen 

(40) mod(«-l)^i, ittod(y-l)^i, mod(*-l)^| 

unierwirß * 

Diese beiden höchst einfachen und eleganten Satze bilden 
nnn die eigentliche Grundlage der hier anxusteUenden Unter- 
suchnngen. 

Wir wollen znvMerst den Argumenten p und 0 kanstatUe 
Werte soerteilen. Diese Xmäanim 9 nnd s mögen den Be- 
dingungen Genüge leisten: 

(a) mod Öf — 1) ^ i uud mod — l) ^ f > 

Bodaft sie also, infolge dieser Bedingungen, z. B. anch den 
Foimeln: 

(P) yR>0 und jrj|>0 

entspreehen werden. [Vergl. (33) und ^3 4) ] 

Alsdann ist f(x^ z) nur noch abhäni^'ig von der einen 
Variableu x. Und diese nur allein von x abhängende Funktion 
wird) wie aus (a) mittelst des Satzes II (40) sich ergibt, 

(A) = 0 sein im Kreise mod — 1) ^ i> 

Auch wird sie, wie aus {ß) mittelst des Satzes I (39) zu er- 
sehen ist, 

(B) Mtäig sein im Gebiete xr > 0. 
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Ist nun aber irgend eine yon der komplexen Variablen » 
abhiiigeiide Funktion auf der komplexen »-Ebene innerhalb einee 
g^benen FUehengebietee überall «- 0» imd ist überdiee be- 
kaimt, da8 sie inneibaib irgend eines das Oebiet IC in sbb ent- 
baltenden grOfleren Gebietes 9 Überall sUUg ist» so folgt hieraus 
belcaiuitlich, dafi sie innerhalb dieses grO0eren Oebietes 9 eben- 
falls überall = 0 ist. Diesen all^rr meinen Satz können wir nun 
offenbar in Auwuiidung bringen* aui die lu [^A) und (B) ge- 
nannten Flachengebiete: modfrr — l) ^ | und > 0; denn wir 
wissen fvergl. (33)], daß das Gebiet a?ji>0 in sich enthält das 
kreisförmige Gebiet: mod ~ 1) ^ i> 

Ans jenen Ergebnissen (A) und (B) folgt daher sofort, daß 
die hier betrachtete, von x abhängende Funktion f (x, y, g) nioht 
nur im Kreise: mod(dc — * 1) ^ f^i sondern anch in dem grOBersn 
Gehiste: »r>0 liberall gleich NnU sdn mn0. 

üm die Hiaoptsache snsamniMunif essen: Entsprechen die 
beiden Konstanten p und e jenen in (a) von uns festgesetzten 
Bedingungen: mod {y — t.) und mod — 1 ) ^ so tuigt 
hieraus, daß die von x abhängende Funktion f(x, y, s) gleich 
"Kfdl sein mnfi im Gebiete Xr > 0. Oder, etwas einlacher aus- 
gedrückt: 

tmr ihre Jfpmmite y, m äm Biditigymgm G-enäge 



(41) 

xa>0^ und mod(^ — 1)^^, mod (is — 1) ^ ^. 

üm einen Scbhti vorsvarts zu kommen, wollen vrir jetzt 
den Argninienten x und g konstante Werte zuerteilen. Diese 
Mtmtanten x und 0 mögen den Bedingungen unterworfen sein: 

(7) > 0 nnd mod(s — 1) ^ i ; 

BodaB sie also, infolge dieser Bedingnngen, z. B. auch den Formeln: 

(i) JCü > 0 und > Ü 

entsprechen werden. [VeigL (33), (34)J 

Alsdann ist fix, y. e) nur abhftngig von der Vari- 
ablen y. Und diese Fuiikiion von y wird, wie aus (y) auf Grund 
des soeben bewiesenen Satzes (41) sich ergibt, 

(G) ->0 sein im Kreise: mod^-l)^f 
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C. Kkumjüih: 



Auoh wird sie, wie aus (d) mittelst des Satzes I (39) sich ergibt, 

(D) fMiff sein im Gebiete: Pr > 0. 

Das Nullseiu im Kreise (C): uiod \^tß — l) ^ J überträgt 
sich aber auf jedes diesen Kreis in bich enthaltende und von 
ÜDstetigkeiten freie größere Gebiet, also z. B. auf das in {U) 
genannto Gebiet: ]> 0. 

Sind mithin die beiden Sonataatea x und e jenen in (y) 
festgesetsten Bedingungen: > 0 und mod{»^ 1) ^ 2 unter- 
worfen, so folgt hiemus, daß die Ton jf abhftngende Funktion 
f(x, m) gleich NüU sein muB im Gebiete: yn > 0. Mit andern 
Worten: 

Die Fmktion f{x, y, z) wird stets 0 san, faU$ 
nur ihre Argumente y, z dm Bedmgungm tfA- 

sprechen: 

xr>0, tßn>0 ¥md mod(j-l)^i. 

Um endlich die letzte Stufe der gegen wUri igen Betrachtungen 
7u ersteigen, wollen wir je<zt die beiden Argumente x und y als 
konstant uns denken. Diese Konstanten X und y mögen den Be- 
dingungen unterworfen sein: 

(«) afji>0 und yR>0. 

Alsdann ist fh\ y, e) nur abhängig von der einen Vaiiablen z. 
Und diese Funktion von z wird, wie aus (*) mittelfit des soeben 
bewiesenen Satzes (42) sich ergibt, 

(E) — 0 sein im Eraise: mod(ff — 1) ^ ?• 

Auch wird sie, wie, ebenfalls aus mittelst des Satzes I (39) 
sich ergibt, 

(F) stelig sein im Gebiete: Mr > 0. 

Das Nullsein im Kreise (E): mod(je— überti-ägt 
sich aber auf jedwedes diesen Kreis in sich enthaltende und von 
Unstetigkeiten freie größere Gebiet, also a. B. auf das in (F) 
genannte Gebiet: > 0. 

Sind mithin die beiden Konstanten x und g jenen in ($) 
festgesetzten Bedingungen: Xr>0 und gR>0 unterworfen, so 
folgt hieraus, daB die von s abh&ngende Funktion f{x, y, s) 
gldeb NiM sein mu0 im Gebiete: sr > 0. Oder einfiwher aus- 
gedruckt: 
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(43) 



Die Fmktim f(», ff, d) wird $kh ^ 0 mmi, faÜB 
mr U»t ÄrffwmmdB x, $, $ dm Bedmguiiifm enl- 

Xm>0, jfji>0, 0ii>O. 

Dabei ist IvergL (36)] mter f(x, s) folgmde 
FmikUon venkmden worden: 



8 



sodafi aiao dkter 8aiß (eitutweUm wenigstens) mr j/fon^ 
spe^ den Faü: » « — 8 Mriffk 

Dieser Satz (43) zeigt offenbar, daß die erste der rekurrenten 
Gleichongen (12) gültig ist fUr fi ■» 8, Toransgeeetzt daß man 
»eb dabei besebxinkt auf Argumente je, «, die den Bedingungen 
xjr>0, jr«>0, fji>0 Genüge lösten. Kaum bedarf es der 
Banerining, daß Analoges za sagen sein wird von der äweiien 
und dritten jener rekurrenten Oleicbnngen (12). 

Wenn wir hier speziell den Fall; n = ~ b betrachtet haben, 
so ist das nur beispielsweise geschehen. Offenbar wird man zu 
genau denselben Eef?nltaten auch dann gelangen, wenn n gleich 
^iner ganz beliebigen negativen gamen Zahl gesetzt wird; sodaß 
man also sagen kann: 

Beraltftt der üntenmoihimg. — Die im »wäten Bairagraph 
/dr «^0,1,2,3,... hewiefenen rdewrenten Gkk^nmgen (12): 



= 0, 



(44) 



werden audi noch t/'tlt:'f/ s>:in für w = — 1, — 2, — 3, . . . , voraus- 
gesetzt, daß man sich dabei auf Argumente x, y, ß beschränkt^ 
derm reelle Teile > 0 smä. 

Oieiehes ist daher anek s» sagen von d^r rdmrrenten 
GkiOnrng (13): 



0; 
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denn dkie ergiU sich unmittelbar aus (44) durch MuU ipl ika U on 
mU p, M tmd Addition. [VgL {12), (13)]. 

ZiiMta* — Auch di^rße aus dm angestdUm Uniermidimgm 
hereU$ dmMA kemcrgtfien, daß die Gleit^rngm (44)9 (45) m 
€Mliiffkeit hieibm ¥ferdm, wmn mm im iMim wUv n eine pam 
heliehige reelle Konstante (z. B. irgend welchen posiihm oder 
negativen Bruch) vtrsteht, — immer vorausgeseiet, daß man sich 
dabei auf Argumente x, y, z besdtränkt, deren reeUe TcUe 
> 0 sind. 

Beispiel. — Die eiste der Qleiohiuigea (44) lAQiet: 
«dar, fiUli man Ar J', and J^^i Uure eigentUoben Bedeotttogw: 

Bubsiitaiert: 

{47) y^Äo* -I- • • ydn 2nxJ {xa* -j- • ' Vd« 
woraus x. B. fOr n ~ 1 sich eirgiHz 

wobei aUdsnn wiederum voransziuetsen ist, daA die reellea Teüe 
der Ai^fumeiLte y, j> sftmtlicb > 0 sind. 

Von dieser Formel (48) soll im folgenden Paragraph Ge- 
brauch gemacht werden. 

§ 5. 

Anweidug «af die Attraktiei eiaei heMegne« SUipaeidei. 

Da« NEWTONSche Potential oines homogenen Ellipsoids in 
Bezug auf einen Innern Punkt (x, r ) kann in der Weise be- 
rechnet werden, daß man äm Ellipsoid, von jenom Tunkie 
aus, in lauter mieudlich dünne Kegel erlegt, und sodann je zwei 
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solche einander diametral gegenüberliegende Kegel (Scheitelkegel) 
znsanimt n Ii i mint, u. s. w. Man gelangt auf diesem Wego — was 
weiter aus/ailuhreii, überflüssig erscheint — für das in Hede 
siefaflode Poteuüai Y zu folgender Formel: 

(49) y - 1(0«" + iis^ + + Ä), 

wo q die Dichtigkeit des Ellipsoids vorstellt, wähnend GjU^J^K 

gewisse Konstanten repräsentieren, die allein abhängig sind von 
den Achsen 2a, 26, 2c des gegebenen Ellipsoids. Und zwar er- 
geben sich z. B. ftir die Konstanten Q und K folgende Werte: 

(50) G » a[2 ^J^^tj^^^^ ~Jz«« + B^« + CfyJ' 
m C ^ Bedeatnng«! liaben: 

(5^) 

dabei haberr in (50), (^i^ die Inteei alzcichen, und < bonso auch 
'/w und a, /5, y, genau dieselben Bedeutungen, wie in der ganzen 
Torliegenden Abhandlung. [Vgl. z. B. (2), (3).] 

Die Ausdrücke der drei Konstanten J lassen sich 

nvn wesentlich vereinfachen mittelst der hier entwickelten all- 
gamdiMii !nieori0. In der Tat eingibt «ioli ans (48) solort» daB 
fflui dem Aiudrneke (50) folgende Gestali gelieii kann: 

(53) Q ^/jl^rpi • 

Analoge Werte eingeben sich für S nnd /; sodaB man aleo 
t. B. erWi: 

(54) ö + + jdm^- 

Nach (49) hat aber der LAPLACESche Differentialaiisdruck 
äY den Wert: ^ F » g(6; + // + J)\ sodaB man also, mittelst 
dar Belation (54), za der Fonnel gelangt: J F 4iKg; was 
in BiuMang mit dem bekanntem PoissoMScben Satie. 

Mittelst der bier entwiekelten sUgemeiaen Tbeorie sind wir 
nik Leiobti^eit im stände gewesen , den Ausdmok (50) nm- 
nwmdeln in den Ausdmok (^53). 



4 ff. 
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C. NiuMun: 



Dabei sei sokließlich, was diese beiden Ausdrücke (50) und 
(53) der Konstante Q anbelangt, noch Folgendes bemerkt: Man 
erbXlt fttr Q den Ansdmdc (50), wenn man (auf dem schon an- 
gegebenen Wege) dirtM das PotentiaL berechnet Hingegen e^ 
hftlt man fttr G den Ausdruck (53), wenn man snTGrdent di6 
Krafbkomponenten) nnd Boäatm erst ans diesen (dnn^ IntegratioB} 
duö X'oteatial zu ermitteln sucht 

§6. 

Uber üe Anwiiibirkcit des NiwfSMsdM« fl ssetess aaf sehr grsle 

Eitfenugen. 

Sind T, y, Z clie Kraft*», mit denen das betrachtete homo- 
gene Eliipsoid aui irgend einen inmrn Punkt (x^jfyg) einwirkt, 
so ist: 

(55) x-*«|i. r-*»|r. ^.*.|r, 

wo ib* einen (yon Gauss mit K bexeichneten) positiven konstanten 
Faktor vorstellt; dabei ist yorftosgesetst, daB die Bfasse des soUi- 
sitierten Punktes — 1 so. Snbstitniert mnn hier l&r das Fot«n* 
tisi V seinen Wert (49), so erhilt man sofort: 

(56) X = ifc*flö«, Y^k^^Hy, Z^l^qJsi 

tmd hier bezeichnet «. B. G [vrgl. (53) und (52)] folgende nur 

allein von don halben Eilipsoidachsen o, c abhängende Konstante: 

während H und J analoge Bedeutungen haben. Endlich ist q 
die konstante Diehtigkeit des £llipsoids. 

Demgemilfi werden offenbar die Konstanten Cr, J und 

folglich auch die Kräfte X, Y, Z völlig unge&ndert bleiben bei 
einer Vertauschung von a, 6, c mit Aa, A6, Ac, — wenigstens 
wenn A > 1 ist. 

Diese einfache Bemerkung führt zu hef i f mtllii h.'ti Resultaten, 
sobald uian der gew(»hnliehen Vorstellung sich hiiigil>t, daß der 
ganze Weltraum, ins Unendliche hin, in einigermaßen gleich- 
förmiger Verteilung, von Sternen erfüllt sei, daß also das Siemeu- 
meer nach allen Seiten sich ins Unendliche esstoecke, und so- 



(57) 



G = (- 1 
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gleich eiiie hmtkmie mitflm Diditigkeit bedtoe. Denn alsdann 
wffarde man das üniYennm s. B. als ein mmdüch großes homo- 
genes EU^soid sich Yorstelleii kOnnen. Auch würde man, falls 

«, 6, c iCiUkudich gewählte positive endliche Konstanten sind^ die 
halben Achsen dieses Ellipsoids ^rleich Aa, Xh, Ic setzen dürfen, 
indem man dabei unter X t iiiHn lUKMullich großen Faktor ver- 
steht. Alsdann aber würde man zu dem Resultat gelangen, daß 
von diesem anendlich großen, das Universum darstellenden Ellipsoid 
anf die einzelnen Sterne, wie z. B. Sonne, Erde, Mars, etc., Kräfte 
ausgeübt werden, die wesentlich abhängen TOn jenen ganz irtU- 
hMkh gewililten Konstanten o, 6> — was offenbar absurd isi 
Biese ein&ohen Betraehtnngen hatten sieh mir schon tot 
langer Zeit (1854 — 57) aufgedrängt, ohne daß ieh^damals ge- 
wagt hatte, aus denselben einen 8ddn6 sn ziehen <a Ungunsten 
des NewTONSchen Gesetzes. In späterer Zeit habe ich sodann 
diese Betrachtungen mehrmals von neuem aufgenommen uud zu- 
gleich vtreinfacht. 

Bei einem unendlich großen Ellipsoid entsteht nämlich die 
Unbestimmtheit der in Hede stehenden Krätte im ganzen aus 
drei Ursachen: erstens aus den ganz willkürlichen Werten von 
h. zweitens ans den ebenfaUs willkärlichen Bichtungen der 
£Uipeoidachsen, und drittens aus der wiUkOrlieh zu wählenden 
Lage des EUipsoidienhrnms. IHe letztgenannte Ursache aber ist, 
f8r neh allein, bereits ausreichend, um die in Bede stehenden 
KrSAe TOlHg iMthettmmit so machen; und man kann daher 
ammhmme setseu. Alsdann wird also das Universum dargestellt 
sein durch eine unendliche große homogene Kugel, deren Zentrum C 
im Weltraum eine willkürlich zu wählende Ijage besitzt. Und 
diese das Universum repräsentierende unendlich große Kugel wird 
oifenbar auf die em/i lnm Bterne Kräfte ausüben, die alle ge- 
richtet sind nach jenem willMrlich gewählten Punkte C, und 
deren Intensitäten proportional sind mit den Abständen der 
einzelnen Sterne von jenem Punkte C. 

In dieser Form habe ich mein Bedenken gegen das Newton« 
sehe Gesetai suerst in meinen Vorlesungen, sodann aber auch in 
oner von mir im Jahre 1874 pnhlizierten elektrodynamischen 
Abhandlung ausgesprochen, [Abh. d. K. SSehs. Ges. d. Wiss. 1874, 
Seite 98]. Meine dortigen Worte lauten ungefthr fidgendermafien: 

das Meer der Sterne erstrecke sieh naeh 
aikn Seiten ins UnendlicJie, und die mittlere Dichtighm,i dieses 
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Mern es sei konstant, so mrd, hei Zmfi undelegung des NEWroNschrn 

Gesetzes, die von dicsein Sternenmeer auf unsere Krdkugd aus- I 
geübte Kraft völlig unbestimmt sein, fMttUuJi jede bäiebigt 
mdUwuj uful Starke haben kimneti." 

„Das Newton Seite Gesetz ftUtri uns also — hei Amuihme 
eines nadi Men Seiten ins Unendlidte reickenden Stemenmeeres 

von konstanter mütierer JHchHgkeit — §u emem vSU^ eibemim \ 

SmUtat:' I 

Dieaes Mibe Bedenken gegm das Nswroimehe Geieta bebe | 

ich sodann ün Jahre 1896 Ton neaem ansgeflpiochen in nmm , 

f^AUgemeinen ünienoehnngen*) Uber das Nawromche Prinzip der | 

Femwirknngen" [Leipsdg, bei Tenbner, 1896, daselbst S. i il 2]. i 

Kon, . wir stehen vor der Alteraaüye, entweder dk ÄKr : 

naJime fallen zu lassen, daß das Stemenmeer mit hmstofdo' \ 

mittlerer Dichtigkeit nach allen Seiten sieh im Unendliche erstrecke^ \ 

oder aber einzuraumui . daß das NEwroNSche Gesetz fwr sehr \ 

große EntfcD/ioif/rn irgend icclcJter ModifikatMi h>fiarfe. \ 

Eine derartige Modifikation ist von mir gelegentlich in Vor- i 

schlag gebracht worden. Öollte nämlich das Meer der Sterne ; 
mit konstanter mittlerer Dichtigkeit nach allen Seiten ins Un- 
endliche reichen, so wttrde, wie ich gezeigt habe, trotzdem gegen 

das NBWTonsche Qeseti kein Einwand (der genannten Art) fa \ 

erheben sein, &lls man nur die in diesem Qesets enthaltene ; 

PotentialiimkLion ~ ersetzen wollte durch — e""**, indem mau 

dabei unter a eine Konstante verstehti die > 0 sein mnfi^ sonst , 
aber beliebig klein sein darf! Bei Zugrundelegung dee so modi- 
filierten NBwroNSchen Qeseties wflide nSmlich eine unendlidi ■ 
grofie homogene Kugel auf innere Punkte gair heime Kraft ane- 
llben. [Vergl. die sdion genannten ,^lgemeinen üntersnchimgen 
etc." (Leipzig, 1896), Satz Seite 122.] 

Ganz unabhängig von mir ist Sbeliqer zu ähnlichen Br- 
wUgungeu gelangt. Im Jahre 1Ö94 erschienen seine höchst 
schätzbaren und tiefer gehenden astronomischen Untersuchungen. 
[Astr. Nachrichten, 1894, Bd. 137, Seite 3272.] Der eigentliche 
Grundgedanke ist bei Seeligkr dei-selbe wie bei mir. Nur , 
unterscheiden sich Bseuosas Untersuchungen von den meinigen • 

*) In diesem Werke iet auf S. 117 ein Fehler xn komgieree. 
Die dortige JBemerkmig** (swdlf Zefleu betragend) ist ntmlioh n 
•IraiiGhen. 
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wManÜieh dadurch, daB er, neben jener von mir ins Auge g^- 
fiiMm MSgliehkeit, dafi das Btemenmeer mit konstanter mittlerer 

Dichtigkeit nach allen Seiten sich ins Unendliche ausdehnt, auch 
noch andere Möglichkeiten in Betracht /lielit; der Art, daß das 
¥üD mir gecren das NEWTONSche Gesetz geltend gemachte Argu- 
ment nur als ein spezieller Fall der von SfiELiäKu gegen dieses 
Gesetz vorgebrachten Argumente sich darstellt. [Vergl. Seelioers 
Abhandlung: „Über das NEvrroNsche Gravitationsgesetz/* 1896, 
in den Sitzongsberioliten der K. Bayer. Ak. d. Wiss., Bd. XXVI, 
öeifce 373]. 

Übrigens hat SraLUW, nachdem er durch mein Werk von 
18^ aof meine PnhUkation Ton 1^74 anfinerksam geworden 
war (und ohne, da0 ich selber dnrdi mllndlidie oder hriefliehe 
IGtteihmgen dasn irgend welchen Anstoß gegeben h&tte), meine 
MrttdV bei Betraohtnngen dieser Art ohne weiteres anerkannt 
and herrorgehoben, in einem Anftatz vom Jahre 1896, [Y. J. 8. 
der Astron. Ges., Jahrgang 31, Heft 3, Seite 177]. 

Wenn Seeligbr in diesem Aufsatz mein Werk von 1896 
f.JLllp. üntersuchnneen etc."] einer eingehenden und besonders an- 
cfkeenendeD Beurteilung unterwirft, so mag es mir nachträglich 
noch gestattet sein, dem hervorragenden Astronomen hierfür 
öffentlich meinen aufrichtigen Dank auszusprechen; — ich habe 
dabei nur die Beftbrchtungf dafi meine Verdienste von ihm sn 
nhr überschätzt worden sind. 

Beilinfig möchte ich bemerken, dafi, in meinen „Allgemeinen 
Untorsadningen etc." [Leipzig 1896], noch ein twtUer Einwand 
gigen das KBWTonsche Gesets von mir erhoben ist Derselbe 
bonht aber aof -MtkosfatMim Betrachtungen and ist daher 
TOS yuü geringerer Bedentnng als jener hier besprochene ersk 
Einwand. Denn so hypothetische Dinge, wie die elektrischen 
Pliiida, kijnnii] düch wohl kauiti in Betracht kommen, sobald es 
sich um Prütun rr der Gesetze handelt, nach welchen die Himmels- 
körper auf »'iüttiider einwirken. Und gerade in Anbetracht dieser 
relativen Leichtigkeit jenes ziccifen Einwandcs möchte i("h auf die 
Priorität meines hier besprochenen ersten Einwandes nicht gerne 
Verzicht leisten. Ich bemerke dies mit Rücksicht auf eine von 
Prof. Dr. Oppenheim publizierte „Kritik des NBwrONSchen Gravi' 
UtioDigesetus^ [¥mg, bei Haase^ 1903], in welcher mir lediglich 

mteUe, nicht aber der enU Einwand sugesohrieben wird. 
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§ I, über die hier zu betrachtenden Funktionen J„{jc. */, £;). und 
über dlp nnmittelbar SU Tage liegenden Eigetxschal'beu dieaer 

Punktioneu 264 

t) 2. Nfur Ei^euHchuften der Funktionen J„(.r, y, z) 267 

% 3. Weitere Untersuchungen über die im vorigen Paragraph ge- 
fundenen rrltirretiten GlcicJiuHytn (12) miä (13) 269 

1 4. Es wird gezeigt, daß jene rekurrenten Gleichungen (12) 
und (13) auch noch giiltig sind für nnjative und gebrochene 
Werte der Zahl ?j, falls mau nur dabti die Argumente x, y, z 

gewissen Beflchrünkungen unterwirft 274 

§ 5. Anwüuduug auf die Attraktion eines homogenen Ellipsoids 280 
§ 6. Über die Anwendbarkeit des NEWTOMSchen Gesetzes auf sehr 

große Entfernungen 2S2 



Naohtr&gliche fiemerkung. 

Die ftqf Seite 276—279 angestellten Betraohtuugen Uaen lidi 
leiofai ▼«EaUgeadnemt woduzoh in deaielben tugleicii eine giöAera 
Einftidihett und ÜbereiehUielikeit herveigebrMlit wiid. 

El Mi nimlioh f{p^ y, §) eine Faaktion der drei kompkwa^ Aign- 
mente y, §, Anf der komplexen «-Ebene eeien swei FUohengebiete 
% und a markiert, denot, dnB das letstere m enteien liigl, od« 
wenigstena mit dem enteren ligend einen FlAohentefl gemein liai 
Ferner mOgea 9 and h analoge Bedenfangen haben in der komplexen 
y-Ebene, nnd ebenso K und c in der komplaxen «-Ebene. Aladaan 
gilt folgender Sali: 

I§t dU FwOMm f{x, ßtr die Gibkte € attenUidibm 
Btetig, «md ist überdies hdtannt, daß »ie für die OeMe o, b, C «6«ra& 
0 «M, M «tnl sie andk fOr die OebieU % 9, tt UberaM « 0 Mtn. 



DriMkfoitlg «Ulli H. Tin. IMO.] 
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Zur Leliie der nicht abgeschlossenen Fimktmengen. 

W. H. YOÜHG. 

§ I. 

In seinen Le^ons sur la Theorie des Fouctions bat JkniKL 
durch ein interossantps Beispiel gezeigt, wie wenig wir uns auf 
unsere Anschauung verlassen kuunen, wenn es sich um die richtige 
Auffassung des Continuums handelt. Er nimmt die Menge der 
rattonalea Fnnkte in dem Segment (0,1), wie bekannt* eine ab- 

zählbare Menge, und beschreibt um jeden einzelnen Punkt ^ als 

Mütelpnnkt ein Intervall, dessen L&nge ^ ist Aufierhalb dieser 

Intervalle liegt, wie er schou bewiesen hatte, eine mehr als al>- 
/ählbare Punktmenge. Dann läßt er die Größe e gegen Null 
konvergieren und zeigt, daß die bekannten LiouvrLLESchen Zahien- 
ponkte, ebenaowie die rationalen Punkte, stets innerhalb der auf- 
flbanderfolgenden InterraUmengen bleibe, nnd daft deshalb die 
Menge der inneren Punkte sSmUicher Interrallmengen (innere 
Qrenzmenge) die Htehtigkeit des linearen Oontinnuns beeitxt. 

Wenn man sich durch dieses aulfoUende Zablenbeispiel flber- 
wngt hat, daß, obwohl nieht alle Punkte des Segments, doch 
tattikhlieh weitere Punkte vorhanden bleiben als die, welche wir 
znerst genommen hatten, daun entsteht die iVage, wie weit ist 
diese Tatsache von den speziellen Annahmen des mdividuclleu 
Falls abhängig? Ist es weil die intervulle in f^inander ül)ergreifen, 
<laß fremde Punkte als Grenzpuukte eintreten y Hat es damit zu 
tun, daß die Intervalle überall dicht liegen? Letztere Annahme 
wird durch unsere Kenntnis der BAiRESchen Punktmengen zweiter 
Kategorie nicht unwahrscheinlich gemacht, ist aber, ebenso wie 
äie erste, nidit notwendig, 

Lt der beiliegenden kleinen Abhandlung habe ich nach* 
gewiesen, daß die MSchtigkeit der inneren Qrenzmenge davon 

lUXb-'^h^ mtam IMS. SO 
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abhängt, ob die heraosgewählte Panktmenge eine in sich dichte 
Teilmenge enthält oder nicht: im erstcren FaU ist die Miditig« 
keit die des linearen Continaimis, in dem sweiten kann di« 
innere Grenzmenge abxfthlbar sein. Es sind innere Grenznieiigiiit 
wie gesdiloBsene lineare Funktmengen abzlhlbar, oder yon der 
MlUditigkeit des linearen Continuums. 

§ 2. 

Ks sei oine beliebige Intervallmenge auf der geraden Linie 
ge^^elien, deren Intervalle in beliebiger Weise in eiii.iuder über- 
greiteii, imd deren Mächtigkeit beliebig ist. Als innere PunM- 
menge dir.^er Intcrrnllmeffge hezpiehnen mr die Gfsnmfheif aller 
Punkte, deren jeder innerer l'unkt mimlcst^m einrs hUervaüs \M. 

Es ist nun beinahe selbstverständlich, daß die KomplefHentär- 
menge einer inneren Punktmenge stets ahgescMossen ist. Denn 
jeder innere Punkt eines Intervalls hat einen bestimmten Abstud 
von den beiden Endpunkten dieses Ihterralls nnd kann also vor 
möglicherweise Qrenzpnnkt der Komplementbmenge sein. 

Da nun eine geschlossene Punktmenge stets durch die End* 
punkte und Üußeren Punkte einer Interralhnenge dargestellt 
werden kann, deren Interralle (die st^mmm IntervaXk der Punkt- 
menge, wie ich sie a. a. 0. genannt habe) nicht in einander über- 
greifen, so ist PS hiermit bewiesen, daii dtf innere Punktmaigc 
stct^^ als inmrc rtutJdmrnqe. einer IntervaHmruge , deren Iniervaüt 
nidti in mumder üOeryreifen, dargesifüt werden kann. 

§ 3. 

Nehmen wir nnn eine Beihenfolge von Intervallmengeiif 
deren Intervalle beliebig in einander übergreifen. Wir definieren 
eine Punktmenge durch die Eigenschaft, da£ jeder Punkt innerar 
Punkt mindestens eines Intervalles jeder Intervallmenge der Beilwn- 
folge sei. Die Gesamtheit dieser Mengen umftAt die Mengen der 
inneren Punkte einer IntarvaUmeuge, aber enthxlt anidi Mengen, 
die nicht als solche darstellbar sind. Eine solche Menge nennen 
wir die nmere Grengmenge der Beühmfclge. 

Nun folgt ans dem Resultat des vorigen Paragraphen, daß 
jede innere Grenzmenge durch eine Reihenfolge von Intervall- 
mengen definiert werden kann, deren ink^n-alle nicht in einander 
übergreifen. W^itor ist erj?iehtHch, daÜ wir diese Intervalle so 
wählen können, daÜ jedes Intervall einer Menge in einem Intervall 
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der Tonutgebenden M«nge ^Iständig li^i wobei IDÖgliohe^ 
«ibe einer odtr beide Endpunkte gemein Bind. Wenn wir nun 
«ÜM innere Grensmenge auf diese Weise dargesteUi baben, so 
DomeD wir die entsprecbenden InterraUmengen NitrimimkrvM- 
mmgm. Punlrtmengen, die auf diese letztere Weise definiert sind, 
scheinen der Anschauung zufranglicher zu sein aU dio durch 
heliebig© Intervallmengen definierten. Analytisch ist es iiber olt 
viel einfacher, beliebige Intorvaiiiuengeii zur Definition zu ge- 
bx«Qcben. 

S 4. 

Wir wollen nun zeigen, daß die MädUigkeii der imerm 
Qrmmmge einer MeUhmfolge wm InterväUmmffm die des linearen 
CMmmms ist, wenn die Orensmenge muM abtäffXbar ist, genau 

ick ßr abgeschlossene Purikimengcn. 

Der Fall, iu dem die Länge der üin/Am-n Intervalle aufeinander- 
folgender Norraaliutervallmpngen nicht unter jede fJrenze sinkt, 
braucht nicht behandelt zu werden. Die innere Orenznienge wird 
in diesem Falle mindestens ein Segment ausfüllen und hat des- 
halb die Mäcbtigl^eit c. Wir nehmen also au, daß der andere 
Fall Yorliegt. Der Beweis gestaltet sich nun folgendermaßen: 
wir zeigen, (i) daß die Menge stets die Mächtigkeit c hat, falls 
eine gewisse Bedingung erföllt ist, und (2) daß diese Bedingung 
eifBUt ist^ wenn die innere Grenzmenge eine in sieb dicbte Teil- 
menge entbüt Da nun, falls die innere Grenzmenge keine in 
sieb dicbte Teilmenge entbftit, dieselbe deber abzfthlbar ist, so 
folgt ans dieser Überlegung, daß die genannte Bedingung nkbt 
nur Innreicbend, sondern aucb notwendig ist, damit die MScbtig- 
keit der inneren Grenzmenge dieselbe sei, wie die des linearen 
Continuunis, und daß, wenn die Bedingung nicht erliiiil ist, die 
innere Grensmenge abzählbar ist. 

§ 5- 

Die genannte Bedingtmg ist, daß wir eine Beihe ins ünend" 
Ueke wamsender gamer posUiver Zahlen 

•"it ''ti • • • «'n» • • • 

mfeben können und ein cnisprcchenff^r^ Ini^vall der r^ten Nonnal- 
intervüUmenge, weicfiea iwei Intervalle der r^kn Nonnnlinfenudl- 
mmgt enthalt, deren jedes »wei Intervalle der r^ten NarmaimkirvaUr 
mmgt entiM, u, s, w, 

so* 
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Nehmen wir an, daß dieäe Bedingung eHullt ist. Die zwei 
genannten Intervalle der r^ten Normalinterrallmenge bezeichnen 
wir durch df^y und <i|| und die in d^^ bez. in liegenden Inier- 
yalle der r^tm Int^allmenge durch 4^ und dlmi, bei. and d^^. 
In der weiteren Bewwehnung bedeaten <fjrei und djnt die xmi 
Interyalle, die naoh Voraiaaaetning in dem eobon mit djri beieidi- 
neten Intervall liegen. Auf diese Weise wird jeder nicht ab- 
brechenden dyadischen Ziffemfolgc eine Beihenfolge Ton Intemllen 
entsprechen, die in einander eingeschachtelt sind, und deren Länge 
unter jede Grenze sinkt; und umgekehrt. Das heißt, es wird 
ein-eindeutij? die Menge dieser Zahlen aut die Menge der durch 
solche licüit'iiiolixeii detinierU'H Cirenzpunkte bezogen. Es ist also 
die Mächtigkeit dieser Grenzpunkte gleich der jener ZahUn, das 
ist, wie bekannt, die des linearen Gontinutuns. Nun eutbiit 
möglicherweise die Menge dieser Orenzpunkte anßer der inneren 
Grenimenge noch andere Punkte, Ein solcher Punkt aber tritt 
nur ein^ wenn die entsprechenden in einander eingesehadifettiea 
Intervalle von einem bestimmten Stadinm an einen gemeniaiinai 
Endpunkt haben. Zu jedem solchen Punkt also kOnnen wir eisf 
entsprechende dyadische Zahl K mit endlicher Ziffenifolge an- 
geben, nämlich den Index des ersten Intervalls, welches den Punkt 
zum i'iridpunkt hat. Da nun auf diese Weise keine zwei Pimkio 
derselben Zahl entsprechen, io sind jene Punkt« ebenso wie diese 
Zalih-n a))/.ählbar. Daraus folgt, daß die Miichtigkeit der inneren 
Grenzmeuge für sich die de« linearen Uontmuums ist. W. z. b. w. 

§ 6. 

Wenn die innere Grenzmenge in irgend einem Segment 
Aberall dicht ist^ so ist ersichtlidi, daß die Intervalle iigend einer 
Normalintervallmenge in diesem Segment ebenfisUs flberall dicht 
sein müssen. Wir können also mindestens ein Intervall d der 

<!rsten Normalintervallmenge angeben, welches in dem SegnMst 
liegt, lu li müssen die Intervalle jeder folgenden Normalintervall- 
menge überall dicht sein, und da wir vorausgesetzt hattpn, daß 
die Lilnge der einzelnen Normalintervalle unter jede Grenze sinkt, 
80 ist es unmöglich, daß jedesmal nur et« Intervall in d Yn-p^ 
das mit d identisch wi&re. Deshalb können wir sicher euie 
Kormalintervallmenge nennen, welche mindestens zwei Intervalle 
in d hat. Dann l&0t sich mit jedem einzelnen dieser Intertille 
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in obiger Weise fort&lmn, u. 8. w., worawi folgt, daB die Be* 
^Bgiuig etüBllt ist 

§ 7. 

Wenn die innere Grenzmenge nicht abzfthlbar isti 80 enthftlt 
sie eine in sich dichte Teilmenge JB^), deren erste Ableitnng Eg 
aJso perfekt ist*), und wir kOnnen dnrcb Abbildung zeigen, daS 
die Bedingung erfüllt ist 

Zq ^esem Zwecke beneben wir die Punkte des Gontinuums, 
in welchem wir operieren, auf das Segment (0,1), indem alle 
Paukte eines schwarzen Intervalls') von JKj, inklusive die beiden 
Endpunkte desselben, einem Punkt dos Sebents (0,1) entsprechen 
nnd umgekehrt. Die Ptinkte des Segments (0,1), welche zu 
diesem Zwecke gewählt werden, sollen überall dicht sein und 
die Reihenfolge der schwarzen Intervalle yollstftndig wieder- 
geben.^) Jeder Grenzpunkt der schwarzen Intervalle soll nun 
dem Grenzpnskt der entsprechenden Punkte entsprechen und 
ungekebrt. 

Ausgenommen vieUeiokt eine abilblbare Menge Ton PunkteUi 
wekbe Endpunkte Ton sckwarsen Interrallen sind, und als sol<^e 
paarweise demselben Punkt entsprechen, wird dann die Menge E 
ein-eindeutig auf eine entsprechende, im Segment (0,1) überall 
dichte Pnnktmenge bezogen. Em Intervall des ersten Con- 
tinuums, welches einen Punkt P von E als Mineren Punkt ent- 
halt, entspricht dann einem Tntervall des Segments und 
zwar enthält letzteres entweder den entsprechenden Punkt P als 
inneren Punkt, oder hat, wenn P Endpunkt eines schwarzen 
Intervalls war, JP^ erentuell als Endpunkt; im letzteren Falle 
wird als linker oder rsditer Endpunkt des Interralls enoheinen, 
jenacbdem P rechter oder linker Endpunkt des schwanen Inter- 
valls war. Zwei solche Intervalle, welche nickt in einander Über- 
gieifen, werden also swei eben solchen Intemllen entsprechen, 
Sud zwei, deren eines in dem anderen eingesohachtelt ist^ werden 
auch zwei eben solchen entsprechen. 

Den Normalintervallen, welche die Menge E einschließen, 
entsprechen also Normalintervaüe, welche die Punkte der Menge E' 

1) CxirroB, Acta Math. 7, S. 105. Schoknplies, Bericht, S. 72. 
2^ Cantob, Math. Ann. 23, S. 471. Scnoran'LiKs, S. 63. 

i) § 2. 

4) Z.B. wie in W. H. Y. Froo. Lond. Math. Society, Vol. 35, S. 265. 
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als innere oder Endpunkte enibalten. D» nun E' überall dicht 
ist, 80 sind die entsprechendeii NormalinteryaUe imiMr ftbenli 
dicht*), nnd es wird also die Bedtngnng you § 5 erfBlli DeshiU» 
mtaen nach obiger Oberlegnng die g^benen NormalinterTslle 
derselben Bedingung genügen. 

Es ist also nachgewiesen, daB die Btäingnfig cm § 5 nof- 
• wendig und hinreichend ist, damit die Mächtigkeit der innerem 
Grenzmenge die des linearen Contimiums sei. Wenn sie nicht 
erfiilU ist, 80 « nthiilt die innf»re Grenzmenge keine in sich dicht« 
Teilmeugü und ist deshalb abzäliibar. W. z. b. w. 

§ 8- 

Es ist, wie bekannt, leicht sich zu überzeugen, ob eine ' „ beut 
Punktmengü cino in sich dichte Teilmenge hat oder nicht. Wonn 
eine solche vurhaiiden ist, so ist sie sicher eino Teilm^nige der 
durch die gegebeiio l'unktniengo bestimmten pertekion M»'ngo, die 
durch eine abzählbare Folge von Abieitongsprozessen zu er* 
reichen ist. 

Nehmen wir nun z. B. eine Pnnktmenge, deren Ableitmg 
nicht abzählbar ist, die aber YoUständig innerhalb der schwaneo 
Intervalle der genannten perfektan Menge liegt, so ist sie sichsr 
abzfthlbar nnd bedtat keine in sich dichte Teilmenge. Wenn wir 
nun weiter eine solche Punktraenge in Intenrallen «nschlieflen, 
die ebenfalls innerhalb der schwanen Intervidle liegen, und die 
Länge der einzelnen Intervalle nach irgend einem Gesetz geLren 
Null konvergieren lassen, dauu muß jedes einzelne Intervall immer 
vollstundig in cinorn s( li vs arzen Intervall liegen, deshalb liegt die 
innere Grenzmenge ebeutalls inueriialb der schwarzen Intervalle. 
Nun ist ersichtlich, daß, wenn die innere Grenzmenge ander« 
Punkte enthält außer der gegebenen Pnnktmenge, solche Punkt« 
Grenzpunkte der gegebenen Panktmenge sein müssen. Da nnn die 
Qrenzpunkte der gegebenen Menge, welche innerhalb der schwanao 
Intervalle liegen, wie bekannt, abs&hlbar sind, so folgt daitiu, 
daß die innere Qreiunnenge in diesem Falle selbst absfthlber ist 
Ebenso im allgemeliien Falle, wo die gewihlte Punktmenge kdn» 

t) Baß die Lftnge der emielnen Intervalle im swmten Ffelk 
eben&lls nnter jede Grense sinkt, folgt dacaios, daß ein intennll du 
Segments (0,1) In keinem EUle einem Ponkt des ersten. Contimiiiitf 
entsprechen kann. 
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in nch dicbte Teilmenge beeitst, ftber die Ableitung mehr als 

abzählbar ist, kann man die Intervalle so konstruieren, daß die 
innere Grenzmenge abzahlbar ist. 

Wir babon also die bemerkenswert« Tatsache, daß, wenn 
wir eine beliebige Punktnienge (vielleicht ganz unbekannter 
Mächtigkeit) herausgreifen und um jeden Punkt herum ein Inter- 
vall beschreiben, nach irgend einem Gesetz, und dann die obere 
Grenze der Länge der einzelnen Intervalle nach ii^nd einem 
Geaets naeh Nnll konvergieren lassen, wobei die gewKhlten Punkte 
stets innerhalb der Intervalle bleiben mtlssen, die Mfichtigkeit 
dsr Punkte, welche stets innerhalb der Intervalle bleiben, e ist, 
wenn die gewShlte Pnnktmenge eine in sich dichte Teilmenge 
hatte, sonst ist möglicherweise jene Menge, ebenso wie die ge- 
wählte, abzählbar. 

§ 9- 

Ausgenommen in dem Falle, in dem die gew&hlte Punkt- 
menge keine in sieb dichte Teilmenge hatte, und ihre erste Ab- 
Itttong nicht abz&hlbar war, ist die Mttchtigkeit der inneren 
Grenzmenge der einschließenden Intervalle dieselbe wie die der 

gew&hlten Punktmenge nebst ihren Grenzpunkten; in dem Aus- 
nahmetall kiiiin die innere Grenzmenge abzahlbar sein. 

Es ist nicht zn behaupten, und ist tatsächlich nicht wahr, 
daß im allgemeiiun nllr ' It puzpunkte der gewählten Menge in 
der inneren Grenzmenge enthalten sind. Ist die Anzahl der 
Interralle in jeder Normalintervallmenge endlich, und gibt es 
k^en Punkt, welcher stets £ndpankt eines Normalintervalls 
hkibt, wie s. B. bei dem GAMTORSchen Veifahron den Inhalt einer 
gMchlossenen Punktmenge zu bestimmen, so bleiben sieber alle 
Grnupunkte der gewählten Menge innerhalb der Intervalle. Wenn 
aber die Intervalle der einzelnen Intervallmengen SnBere Grens- 
pSBkte haben, oder wenn eine Beihe von ineinander einge- 
Khaditelten Normalintervallen existiert, die einen gemeinsamen 
Endpunkt haben, dann fallen diese Punkte, welche sicher Grenz- 
püitkte der «rewählten Punkliiieuge sind, fort. Im allgemeinen also 
üt eine innere Grenzmenge eine nicht geschlossene Menge. 
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SITZUNG VOM 26. OKTOBER 190^^ 

Zur Bebttidliing gelangen: t, "^^^ ^3 iwD4 

1. IMe Anregung te K MisisteriimUf die Weltaii88(eUu]^^[;^'j^i Louis , . 
mit dtti geeamten Sohnften (Abliuidlangen, Betiohteii ttnd^lDB#tI gfiii ' " 
PaUlkationen) zn beacliicfcett. IHe BereiMlligkeit hieiza unter ge* 
wiiMD Bedingungen irird seiteu der ElasBe amgeaiffodien. 

3. Der Antrag der K. Aikndemie der Wisienacfanften in Wien betr. 
AlilDdening der Statuten der internationalen Aaaoeiation § 9 Ab* 
sab 4 tind 5 betr. die Wahl des FMeidenten ond YiteiMABidenten. 
Die Klane itbnmt dem Antrag an. 

^ Die Kinladnng der Scbleeiicfaen OoBeUacbaA filr nkterUndiaehe Enltor 
nr TeOnahme an deren loojUuiger GrfindnngsfelAr. Die Klaeee 
beicUießt, ihre OlÜekwUnaebe dnroh einen Delegierten ftberbzingen 
ni lauen oder im Yezhindemngflfall achiiffUch einsoaenden. 

4. flecr Oanriu» seigt an, daS er demn&ehat einen Antrag einbringen 
werdOi die Klaaae m0ge eine Erklftrong in betreif einer an achaifon- 
dea internationalen Yerkehiaaj^fache abgeben. 

SITZUNG VOM 7. DEZEMBER 1903. 
Erledigong Tenchiedener Eingänge. 

Den Anträgen der Münchener Karlellveraamnilung beeflglich der 
Erforschung Inftelektriaeher Erscheinungen nnd der Heranagabe einer 
cfaemiichen Kristailogiaphie wird zugestinunt. 

Die Herrichtung eines vollständigen Exemplares der Publikationen 
der K. S. Gesellsch. d. Wissensch behufa Einaendong an die Welt- 
aotttalliing in St. Louis wird beschlossen. 

Zwei von auswärts eingesandte mathematische Aufsätze Ton den 
Herren DÄrnLKn nnd S. Socor.ow sollen im Archiv niedergelegt werden. 

Die Wahlen ergeben eine Bestätigung des biahezigen Sekretärs 
and seines St<'llvertroter??. 

Der Antrncr von Herrn 08twald, die Klasse möge ihren Zutritt zur 
ix iminv^äion für die lUntulirun;^^ ein^r internationalen Sprache erklären, 
wild mit 12 gegen 4 Stimmen abgelehnt. 

Herr Sonnnnn legt der Klaaae vor: „Beitrage inr Theorie der linearen 
'hanafomiationen, ala Einleitong der algebraiaohea Invaiianten- 

theorie, 2. TeU". 

Uen Ejiqsl teilt einen Aufsatz Ton Herrn £. vom Wasaa (in Mänohen) 
mit, über ^ie komplexen Bewcgongen** 
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ALLGEMEINE ÖFFENTLICHE SITZUNG 
VOM 1. AUGUST 1903. 

Bericht 

über die von Wiecherts astatischem Pendelseisnio- 
meter in Leipzig Tom 1. Januar bis 30. Juni 1903 
registrier teil ferabebeu und Palsationent 

(Mit Tftfd IV und a TexlAgoten.) 

Von 
Fbakz Etzold. 

Li den ersten sechs Monaten des Jahres i Q03 hat Wischs&ts 
asiatisches Pendelseismometer in Leipzig 44 Teleseiamogramme 
und drei Torläufig weder auf Fem- noch auf bekannt gewordene 
Nahbeben zu beziehende Anfzeicfannngen geliefert, die im folgen- 
den tabellariach znaammengestellt und so weit erlftntert sind, daft 
man sich mit Hilfe der den früheren Berichten beigegebenen 
Tafeln^) ein Bild von ihnen machen kann. Das am i. Eebmar 
eriialtene Seismogramm wurde namentlich deshalb photolitho- 
grapliisch reproduziert, um die wRhrend seiner Anfteldmnng zu 
beobachtenden auffülligen Verlegungen des Pendelnullpuiikt^s zu 
zeigen. Vom 4. bis 19. Mai war das Leipziger i'eudel in Folge 
Springens einer Feder außer Betrieb. Außerordentlich starl^ wiwen 
namentlich in den Wmtermonaten unf! im Anfang des Frülil^nes 
die Störungen durch bturm und durch mikix)seisniische Unruhe. 
Von der letzteren, den Pulsatiouen, fehlt jede Spar kaum an 
einem Tage. Diese Pnlsationen bilden auf den Papierstreifen regel- 
mäßige Wellenzftge Ton Vt ^ > ^ Minuten und noch 
Ungerer Dauer. Besitzen dieze Wellengnippen nur kurze Dauer, so 
sind sie meist von Bnhopausen unterbrochen, dabei haben ihze Eiiizei- 

I) Diese Berichte 1903, Taf. I und II, 1903, Taf. IL 
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wenen Perioden Ton im Ifittel 4 Sekondeii und AmpHhideii won 

0.3 — 0,5 mm. Umfassen sie hingegen Zeiträume von i — 2 Minuten, 
so folgen sie sich direkt, indem die Amplituden der Einzelwellen 
TOü iSull bis auf 2 mm und darüber anschwellen und alsdann 
auf Null zurücksinken, um gleich darauf im niichstou Wellenzuge 
in derselben Weise zu- und wieder abzunehmen; die Perioden 
währen dabei 8 Sekunden. Bei ganz besonderer Stärke stellen 
sich die Pnlsationen als ununterbrochene Aufeinanderfolge all- 
miUioh tQ* und abnehmender Wellen dar, eo dafi jede Bnhepaiiae 
faUL Omobi gibt in srnner neuesten Pablikation^) dieselben 
mittleren Feriodenmaße der Pnlsationen, nftmlich 4 resp. 8 8e- 
konden an« Ober das wechselnde Anschwellen und Dahinschwinden 

■ 

dieser winzigen Bewegungen im verflossenen Halljahr orientiert 

die beigegebene Tabelle II (S. 298 u. 299). 

4. Januar 6^ 25» 53" bis 8* 38« — •. 

NürdsHdkomponmte. Auf einige leichte Erzittorungen folgen 
drei krUftige Ausschlage mit 7 bis 9,5 mm ^) Amplitude und jo 
3 Sekunden Periode} alsdann ordnen sich weiteren starken Aus- 
schlagen, die langsam und unregelmäßig an Intensität abnehmen, 
solche von nur 0,6 — i Sekunde Periode über, welche Amplituden 
m mehr als i mm aufweisen, so daß die Zeichnung dieses ersten 
Rinsatses sehr kräftig zu nennen ist Die stärkeren Ausschläge 
?enchwinden nach etwa 4 Mmnten, die korzperiodigen Endtterungen 
gsaz allnüUilieh erst nach 9 bis 10 Minuten. Hierauf erscheinen 
sehr unregelmäßige Wellen, die erst 8** 38" völlig verschwinden. 
Die größten Amplituden überschreiten hier 3 mm nicht, die längsten 
Perioden mö^en bis 30 Sekunden lang sein. Etwa 6^ 56" machen 
sich einige derartige langperiodige tlar})^ Wellen deutlicher he- 
merklioh, so daß eine an den ostindischen Tjrpus^) erimiemde 

1) Publicatious of the Earthquake Investigation Gommiitee in 
foreign languagcs Nr. 13, p. 81, Tokyo 1903. 

2) Die Ziffexn dieser Aufsählung entsprechen denen der Tabelle I 
hinter S. 321. 

3) Diese uml <lic weiterhin folgenden Maß*^ beziehen sieh auf die 
Sei:>raogranime, nicht auf die wirklichen Größen der Bodenbeweguugen, 
die der Apparat uuf das 250 fache vergrößert. 

4) Vergl. diese Berichte 1903, S. 37. 
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Aufismehnung eatotohi, doch isfc dieselbe durdiaiis nicht Uir am- 

gesprochen. 

Ostu( stliomponente. im ersk'n Einsatz sind die kräftigen 
Ausschläge weniger deutlicli und besitzen nur 5,5 mm Amplitude, 
dahingegen erreichen die kur/periodigen scharfen Ausschläge eine 
solche von 3 mm, so daß auch bei dieser Komponente der erüte 
lOinsat^ als auiierordentiich kräftig zu bezeichnen ist. Die nach- 
lolpenden Wellen der zweiten Vorphase und der Haupiphase sind 
auffallend schwach und vereinzielt, ihre Amplituden messen nur 
in einaelnen Fiülen etwa 1,5, sonst UoA Brnchteile von einem 
IGllimeter. 

Über den Herd des Erdbebens, weLches dieses Seismogiamm 
geliefert mid sich nach den Straßboiiger Berichten gana allgemem 
anf den Erdbebenstationen bemerkbar gemacht hat^ sind leider 
keinerlei Nachlichten eingegangen. 

3. 

5. Januar 23*» 37° 46- bis 6. Januar 2" — \ 

Besonders deutlich auf dem Streifen der Nordsüdkomponente 
erscheinen einige Zöge Ton durch Buhepansen nnterbirochenen 
Sinnswellen, deren enter mit Wellen von 24 Sekunden Periode 
beginnt und mit solchen yon 12 Sekunden Periode ausklingt Jn 
den folgenden Wellenzfigen überschreiten die Perioden an Daner 
selten 12 Sekunden, sinken aber auch kaum darunter. 

Dieses Beben ist nach J. Auovt^) auch in Manila von dem dort- 
seihst aufgestellten ViCENTiNischen Seismometer registriert worden, 
und zwar fand dort der i. Einsatz am 6. Januar 2''48* statt, 
während die Erschüttenmg nach einer Bauer von insgesamt 47"" 12* 
zum Ab cliluß gelangte. In M.E.Z. übertragen würde der I.Einsatz 
am 5. Januar 23^ 48™ sich m Manila ereignet haben. Nach 
Algu^ wurde dieses Beben in Shanghai und Nachbarorten auch von 
Menschen wahrgenommen. 

3* 

10. Januar 2^ 45" 24» bis 2* 55" jo'. • 

Eine Reihe mit bloßem Auge nur eben deutlich wahrnehm- 
bai'er Erzitterungen, deren Penoden nur in wenigen Fällen etwa 
I Sekunde dauern, während die Amplituden nicht über 0,3 mm 
messen. 

1) Philippine Weatber Bureau, Bolletin IbrJanuaiy 1903, p. 1 1. Miftiiihk 
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14. Januar 3^ — " 12" bis 5^ 30° — ■ (incl Nr. 5). 

Norät&dkcmpoym^fe. Die Nadel der Nordsüdkomponente be- 
schreibt im enteil £iiuMits*pro IGnute 50 — 60 Zitterbewegungen, 
wekbe sieh langsameren SchwingnngMi mn BetrSge von i — 1,5 mm 
fibeiordiieiL Beide Bewegungen gleicheii sich aUmihlich ans. 
Der zweite SinBatz wiederholt das Bild des ersten, nur sind 
ArapHtnden wie Perioden wesentlieb grOfier. Etwa i mm Ampli- 
tude und 6 Sekunden lange Perioden aufweisende leichtere Wellen 
sind hier nnregelmüßigen, bis 5,5 mm Amplitude und 10 — 30 Se- 
kunden Periode erreichenden Wellenbewe^mgen übergeordnet. 
Xaohdem die letztere unregelmUßige Bewegung von 3^ 1 3"^ bis 
3^ iS"* fast völlig verschwunden ist, tritt sie von diesem Zeit- 
puBkt an wieder in die Erscheinung, schwillt ganz allmählich an, 
gewinnt von 3^ 25" an die Oberhand über die rascheren Wellen 
nnd yerdrftngt dieselben 3^^ 32**, so daA von da ab sidi lang- 
ssme und sehdn regelmiBige Wellen mit Perioden von 27 — 24 
nnd weiterbin von 20 — 18 Sekunden Periode an&eiehnen, deren 
Amplituden wiederbolt, im HSchstfelle bis auf 13,5 mm, wachsen 
und abnehmen. Diesen sieh ganz allmählich abschw&ohenden 
Wellen ordnen sich 

5. 

3*^ 57" 

die Eratterungen des ersten Einsatzes eines weiteren Bebens 
IKber, dessen fernere Phasen durch die schwindenden Wellen des 
eben beschriebenen naturgemftS gestSrt und verwischt werden, bis 

endlich nach 150 Minuten Gesamtdauer der Beismischen Erregung 
völlige Ruhe eintritt. 

Infolge einer Verschiebung des Schreibstiftes ist die Ostwest- 
komponente leider nicht imstande gewesen, eine zusammen- 
hängende Aufzeichnung zu liefern; diese würde, nach den vor- 
handenen Stücken zn schließen, deijenigen der Nordsüdkomponente 
sehr ähnlich geworden sein. 

Nach Zeitungsberichten ist zu etwa entsprechender Zeit der 
StiUe Ozean der Schauplatz heftiger 3Brdbeben und FlotweUen 
gewesen» doch sind diese Nachriditen yorlAufig noch zu ungenau, 
um für das Seismogramm verwertet werden zu können, znmal 
die StraBbnrger Berichte auch aus Ponta Delgada (Fajal) um 
6* 13» 49» ^OZ; 
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17. Januar 17*» 26° 15» bia 18^32"— •. 

Burch ^6 gleiebzeiiag sidi aufzeichnenden Pulsaiionen werdflB 
namentlich bei der NoidBftdkomponente Smnswellensflge mit etwa 
18-^20 Sekonden langen Perioden beeintiftchtigt 

7- 

19. Januar 14*" 33™ — • bis 14^52". 

Binniwellen werden wie bei Kr. 6 doich leichte Polsationen iterk 
TerwiMiht 

8. 

22. Januar 1^ 24" 36' bis 2* 20*" — 

Sehr flaebe sinnsartige Weilen mit etwa 20 Beknnden langsn 
Perioden. 

9- 

24. Januar 7** 13" 20« bis 8** 3* — 

Durch Pulsationen etwas beeinträchtigte Sinusweiien mit 
15 bis 20 Sekunden langen Perioden. 

30. Januar 17** 57" 5' his 18^ lo* — ^. 

PulsatoriscliG BewppuTigpn erlangen an diesem Tage eiü» 
erhebliche Stärke und schreiben sich als Wellengruppen auf. 
welche i — 2 Minuten lang sind und innerhalb deren die Amph- 
tuden jeweils bis auf 2 mm ansteigen, um alsdann wieder auf 
Null znrOeknuinken, w&hxend die Perioden gkichmftdig ungefthr 
8 Sekunden lang sind. Dieeen beMohtlioben Wellen ordnen sieh 
die fttr das Leipziger Pendel konstanten Endttenmgen^) Uber, 
80 daß die Aufseiöhnung siemlieh kompliziert ist und die Be- 
dingungen fOr das Aufschreiben und Erkennen emes Seisnto^^rainios 
entschieden ungünstig sind. Nichtsdestoweniger fällt üti erste 
Einsatz eines sich von 17^ 57" 5" an aufzeichnenden Bebens auch 
schon bei flüchtiger Durchmusterung der Papiersireifen auf, weil seine 
Erbitterungen zwar die Amplituflen der chronischen Erzitterungen 
nicht wesentlick ändern, d. h. auf nur höchstens 0,5 bis 0,6 mm 
steigeni, dahingegen die Perioden deutlich Terlangsamen, indem 

1) Vgl. diese Berichte 1902, p. S9t. 
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plötzlich statt loo auf du^ Minuto dfron höchstens 70 kommen. 
Gleichzeitig fällt auf, daÜ für die Dauer dieser ersten seismischeu 
OsiiUatioiien (reichlich 3 ^11 nuten) die Pnlsationen wesentUoh 
an Energie einbflfien. 17^ 51"^ wiederholt sich in sohwftoherem 
Gilde die Yerlangsanraiig der Perioden^ sodafi insgeBamt bis etwa 
18^ 10^ Bpuroii eeismisoher länregmig Tevlolgbir mmSi Von einem 
iweiten EinBats nnd einer Hanp^hase ist hei den Leipuger Seis- 
mognunmen nichts sn bemerken* 

Von demselben Erdbeben erhielt Wibohert') eine Anf- 
leichnuixg. Er beobachtete zwei erste EinsUtze 16** 57" 25* und 
17** 3t5°, macht aber auf die Möglichkeit aufmerksam, daß vielleicht 
nnr ein Beben «;icb ereignete. Tm ganzen wurde das GötÜDger 
Pandel 62 Minuten lang in Bewegung gesetzt. 

Der Herd des aufgezeichneten £rdbebens ist vielieichi in 
ItaUen xa suchen, wenigstens wurde nach den Btraßburger Be- 
riehtsa 17^ 57"" 41' «n leichtes Nahbeben in Padua beobaohtei 

TL 

1. Februar io^43'*36' bis 12^7» — \ 

(Taf. IV.) 

Dieses Seismogramm ist bei weitem das imposanteste von 
allen denen, die zwischen dem i. Januar und 30. Juni dieses 
Jahrss in Leipzig aufgeoeichnet worden sind. Es weist kontinen- 
ti]en Typus*) auf, doch sind weder aus Büttel- bis Ostasien, 
oodi anderswoher Naehriefaten bekannt geworden, daß zu ent^ 
sprechender Zeit, ein Beben tou Menschen geftthlt worden wire. 
Leider konnte in Leipzig nur die Ostwestkomponente sämtliche 
Phasen aufzeichnen, da die Schreibnadel der Nordsüdkomponente 
durch die gewaltigen Schwingungen im Beginn der Hanptphase 
gegen den dip Zeitmark if iung bewirkenden Drahtrabmen ge- 
schleudert wurde und zu Boden fiol 

Nordsüdkomponwte. Den auffallend schwachen Erzitterungen 
das ersten Einsatzes mit Perioden TOn etwa 0,8 Sekunde und 
Amplituden von 0,2 mm folgen ganz allmählich langsamere und 
kriftigere Schwingungen. Ein deutlicher zweiter Einsatz fehlt, 

1) Monatsberichte tlber seismische Begistrierongen in Güttingen. 
Jeauar 1903. 

2) YeigL diese Beriehte 1903, p. 37. 
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am ehesten könnte man geneigt sein, denselben auf lO** 52*° zu 
legen. Von 11^3" ah nimmt die Bewegung rapid zu. so daß 
1 1** 4" 30* eine Schwingung bereits 9 mm Amplitude und 9,5 Se- 
kunde Periode besitzt. Die interferierenden kürzeren Wellen ver- 
schwinden erst 11^' 6"^ völlig, indem dch von da an ächwingungea 
aufzeichnen, deren Periode 8^9 Sekunden betrigt, während die 
Amplituden von 13 mm an so rasch wachsen, daß fts di« 
6. Schwingung bereits der cur VeifBgong stehende Baum nicht 
mehr ausreicht, die Schreihnadel ^elmehr nach 97 mm wvtem 
Weg von links nach rechte in der oben angegebenen Weise m 
Boden geworfen wird. 

Osttvestkomponente (Taf IV). Der Anfkngstefl der Anleh- 
nung dieser Komponente gleicht dem der Nordsüdkümponente, nur 
erscheinen und kräftigen sit-h die Wellen hier wesentlich lang- 
.sam«^r, «o daß die Schwingune'. welche hei der Nordsudkomponenie 
die Schreihnadel zur Erde sciüeuderte, bei der Ostwcstkomponent* 
eine Amplitnde von nur 36 mm aufweist. 1 6,5" erfolgen ?ier 
Schwingungen mit je 8 Sekunden Periode und den größten .Am- 
plituden (bis 10 1 mm) des ganzen Seismogramms, GleiahMs 
Tier, aber wesenüicii sc^w&chere Schwingungen folgen 11^7* 30^. 
Die sechs Wellen mit den längsten Perioden (11,5 Sekonde) be- 
ginnen Ii'* S** 15' und weisen eine größte Amplitade Ton 57 mm 
auf. Diesen Schwingungen mit den längsten Perioden folgen Ui 
11^ 16* sieben Gruppen von solchen ^ innerhalb deren sich die 
Perioden nur wenig verkürzen, die Amplituden a))er noch Betnige 
bis zu 65 und 67 nun erreichen. Alsdann beginnt die Endpha^ 
in der mit Wellen von bald längerer und bald kürzerer Dauti 
und sehr unregelmäßig sich alj.'^chwächenden Amplituden die 86i^ 
mische Energie allmählich ausklingt 

Legt man den Beginn der Hauptphase auf die Wellen mit 
den Iftngsten Perioden 11^ S"" 15*, so müßte der Herd des das 
Seismogramm Terarsachenden Bebens auf Grund der firOheren Er- 
fahrungen^) in rund 8000 km Entfeninng zu suchen sein. Di 
nun bis auf den ungefähr 10 Mmnten längeren Abstand der Haupt- 
phase von dem ersten Einsatz das Sasmognunm vom i. Febnur 
eine unverkennbare Ähnlichkeit mit denen der Kaschgarheben Tom 
22. August i')02-) aufweist, so ist, die iüciiLigkeit der Phasen- 



1) Vergl. diese Berichte 1902, p. 305. 

2) Diese Berichte 1903, p. 26 und Tafel IL 
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abgrenzong Tomugefletsi, der Herd des sni jenem gehörigen Bebens 
im ^etlichen Asien zn Sueben. Sollte sieb diese Prognose be- 
stätigen, sollte sich also ergeben, daÜ zwei aus derselben Jüchtunt?, 
übel vüQ weit auseinander liegenden Herden kommende, sich 
durch ein Seismorneter aufzeichnende Erdbeben in dem überein- 
stimrnen, was wir als die" Hauptphasen ihrer Seismograrame bc- 
zeiciinen, 80 würde sich der Schluß ergeben, daß die Ausbildung 
der Hauptphase durch das zwischen Herd und Seismometerstation 
liegende Terrain, also wohl durch dessen topographisches Belief 
eder geologisches Profil bedingt sein muß. 

£ine besondere Eigentflmlichkeit des Seismogramms vom 
I. Februar zeigt sich no<di darin, daß sich ivShrend seiner Auf- 
Mehttimg der Nnllponkt des Pendels wiedeiholt in auffälliger 
Wsise yerlegt hat, wie es bereits früher einmal bei dem Seismo- 
gramm des Kasehgatbebens vom 22, August 1902 der Fall war. ^) 
Unter normalen Verhältnissen, d. h. bei ungestörter Crleichgewichts- 
lage des Pendels sind die einzelnen Windungen der von dem 
Schreibstift aufgezeichneten Schraubenlinie etwas über 4 mm von- 
-^-inander entfernt. Nun aber zeigt sieh, daß beim Seism- L'ramm 
der ( )?twestkompnnente vom i. Februar IQ03 während der Haupt- 
phase der Schreibstift ganz allmählich sich der von ihm in der 
folgenden Stunde gezeichneten Linie nähert, bis er von 11^ 32"' 
bis 11^ 2 derselben entfernt ist; daß er 

dann in entgegengesetzter Bichtnng wandert, etwa 11^45"^ bis 
11^ 4B>> nahezu seinen normalen Abstand innehBlt, um weiterhin, 
erst langsam, TOn 1 1^ 55" bis 1 57"^ jedoch ziemlich rasch, 
och wiederom der linken Kachbarlinie, nnd zwar bis auf 1,5 mm, 
ni nihern, daß er schließlich mckartig 11^ 54°* 15* umkehrt und 
TOD 12* 2" an in derjenigen Lage weiterschreibt, die der Gleich- 
gewichtslage des Pendels vor dem Beben entspricht. 

Man muß aus dieser Nullpunktsverlegung schließen, daß der 
Standort des Seismometers während der Aufzeichnung des Seismo- 
ETainms sich der angenommenen Kichtuug der Erdbeben wellen 
Äweimal ganz langsam zugeneigt hat oder daß zwei Neigungs- 
weilen den seismischen Wellen entgegengegangen sind. Der Vor- 
gang könnte ähnlich dem sein, den man am Wasserspiegel eines 
Flusses beobachten kann, wenn sich ein Dampfschiff nähert. Man 
sieht da den Wasserspiegel deatlioh sinken, bis die durch die 

I) Diese Berichte 1903, p. 37. 
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Schau felräder erzeuj:ft€ü Wellen am Ufer dahinstreichen. Der 
einzipe Unterschied ist dor, daB auf dem Seismogramm sich die 
seismischen Weilen der ISlüigungswcllo überordnen, also gleichzeitig 
mit ihr den Seismometerstandoirt passieren. Leider muß daran 
eriimeit werden, daß im vorliegenden Falle bloß Ton der Ostwesi- 
komponente eine An&eichnnng Torliegt, daA also bloß die der 
Oitwestricbtiuig entopreohende Komponente der Neigung sa beob- 
achten ist, so daB anf die wirkUcbe ChrdBe und genauere Biehtong 
der letzteren nicht geschlossen werden kann. Immerhin schien 
die Beobaditong der Erwlhnnng wert, da TorObergehendo oder 
bleibende kleine Änderungen in der Oleichgewichtslage der Pendel 
im Anschluß an seismische Vorgänge offenbar nicht eben selten 
sind; war doch eine derartige leichte Verschiebung schon bei 
dem Kascbgarbeben vom 22. AugTist IQ02 zu konstatieren und 
bat sich eine .^^ Ube sogar auch, wie weiterbin zu erwälnien >tin 
wird, im Anschluß an einen leichten sehr nahen l:«rdsu>li am 
24. Februar dieses Jahres eingestellt^) 

5. Februar ao^ 5» 3* bis ai"»!?* — 

Ein Seismoj^Tamm von ostindiscbem Typus. Tm crst<?n Ein- 
sat/ sind boi der Nordsüdkomponente den kurzen Aussehlägen mit 
(>,'S Sekunde Periode mehrere solche mit 3 bis 4 Sekunden langen 
I Vrioden und 4 mm Amplitude eingefügt, die auf der Aufzeichnung 
der Ostwestkomponente fehlen. Der zweite Einsatz beginnt mit 
Wellen Ton 6 Sekunden Dauer^ die Hauptphase mit solchen 
Yon 42 Sekunden Periode. Bei den WeUen mit den grOBten 
Amplituden (20^ 39» nnd 20^ 43") ist die Periode bereits aui 
18 bez. 15 Sekunden snrückgegangen. 

13- 

6. Februar 9^ 2» 35» bis 9** 36" — V 

iSUrke Pulsationen verwischen die Vorphnsen bei beides 
Komponenten, während die Hauptphase^ nach kontinentalem TypHi 
entwickelt^ deutlich hervortritt 



1) p. 309. 
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10. Februar 4** 43"* 32" bis — 

Zflgo Bchwacher nnusaitiger Wellen mit anfftnglieh über 
20 Sekunden langen Perioden, dieselben durften auf den nSmliofaen 
Unpnmg snrftckznlUiren sein, wie das vom YiCBNTiHiscben Seiamo- 
mstor in Maoüa 10^ 57°" 52*, nach H. E. Z. 3^ 43°" 4* registrierte 
Beben, dessen Hauptphase sich dort von 10^ 59" 38" (3^* 44°» 50» 
H. £. Z.) au äuiäciirieb und das auf den Mananen (Guam) i'ülil- 
bar war.*) 

12. Febmar 19' 53" 54* bis 20^ 46" — 

Stiiike rulsatioueu und örtlicher Sturm verundeutücheu die 
Vorphasen, so daß der Zeitpunkt für den ersten Einsatz nicht als 
positiv sicher gelten kaun. Die Hauptphase entspricht etwa der 
eines Bebens aus müßiger Entfernung, auf dem Streifen der 
weniger gestörten Ostwestkomponente lassen sich in ihr Perioden 
?on S Sekonden Dauer konstatieren. 

x6. 

16. Februar 21*»—" 17' bis 21^6^ — 

Steirisehes Bebel. 

Der an Prof. Belar gesendete und von diesem in den 
Neuesten Erdbeben -Nachrichten (Beilage zur Erdbeben wiirie ii, 
No. 9 und 10), p. 5 abgedruckte Bericht lautet: „21^— ~™i7' 
verzeichnete das im geologischen Institut 7,u Leipzig sieiieude 
WiECHBRTSchc astatische Pendelseismometer ein leichtes Beben aus 
mittlerer Entfernung. Die Nordsüdkomponente hatte wesentlich 
kräftiger registriert Auf ihrer Aufzeichnimg folgen dem eben 
erkennbaren ersten Einsatz mehrere leichte, dnroh knrzperiodige 
WeUen bewirkte Anschwellnngen der aeismogrammatisohen Linie, 
woianf nach 95 Sekunden die Perioden und Amplituden zunehmen 
und 21^ 51' mit Sehwingungen von anftUi^eh 1,5 mm Ampli- 
tude und etwa 1,6 Sekunde Periode die Hauptphase beginnt. Die 
IntensitSc der Bodenbewegung laßt rasch nach, doch verlieren 
sich die letzten Spuren seismischer Wellen erst 21^6™ — Die 
Aafzeichnung der Ostwestkomponente ist wesentlich schwächer. 

1) Philippine Weather Bureau, Bulletin for Februarj, p. 38. Manila. 



Digitized by Google 



808 



Nach diesen Beismogrammeii wurde geschloosen, daß in 
nordsüdlsclier Biehtimg in Uber 500 km Eatfemiuig der Herd det 
sngeliGrigea Bebens sn snchen seü* 

Nach Prof. Belar befindet sich das epizentrale Gebiet diesrs 

Bebens 30 — 40 km westnordwfstlich von Laibaeli. Die Laibacher 
Warte verzeichnete den Stoß, der im Epizentrum Türen öffneifc^ 
Bilder von der Wand warf und Mörtel abbröckelte, 20^ 59*° 10*. 

17. 18. 19. 

24. Febmar 11** 9" I5* bis ii*» 9" 2i\ 
11^ 42" 17* bis II** 42** 2y. 

13^ 41°" 43' bis 13^ 41" 4s*". 

Diese drei Aufzeichnungen nehmen eine vollständig gesondiorte 
Stellung ein. Zunächst untcrschoiden sie sieh scharf von allea 
seither, d. b. seit 15 Monaten beobachteten, dureh nicht seismische 
Ereignisse bewirkten AofiBchreibimgen, so daß an ihrer seismischen 
Natur nicht gezweifelt werden kann; dann haben sie kemerid 
Ähnlichkeit mit Teleeeismogrammen, stimmen aber sohliefliich auch 
nicht mit solchen Seismogrammen überein, die auf ein bestimmtes, 
üahe liegendes Epizentrum bezogen werden können. Zeitlich fallec 
sie in die Roilie der Stöße, welche die gewaltige vogtlftndisch- 
erzgebirgiscliü ÖcUüttei-periodc dos vergangenen Frühjahrs ^ i «einleiten, 
so *iaB si«," zunächst für Spuren von jenem 8ciiuttergei>iet an«- 
gegangener seismischer Phänomene gehalten wurden. Da^^en 
spricht indes nicht nur der Umstand, daß die Seiamogrsmnis 
vogtländischer Erdstöße etwas ander«; aussehen, sondern vor allem 
der, daß von den vielen hundert Berichten, welche dieses Früh- 
jahr bei der Erdbebenstation Leipzig fiber Yogüftndische Erdstöße 
einliefen, nicht ein einziger Zeitangaben aufweist^ die einigermafien 
denen der yorliegenden Aufiseichnnngen entsprechen und zwtr 
selbst dann nicht, wenn man den Differenzen der gewOhnlicfaes 
Taschen-, Wand- und Tuimuhren in weitestgehendem MaÜc ßech- 
nung trägt. 

Von einem kräftigen vogtläudischen Stoß verzeichnet das 
Leipziger Seismometer') folgendes Seismogramm: 1) Eine Vor- 

1) Siehe H. Crih^ners gleichzeitig in den AiihantUungcu die»ei 
GeacUachaft lid. XXVIII. Nr. 6, 1903 erscheinende Monographie, 

2) Vergl. II. CuKnjiiiß, diese Berichte 1903, p. 11 und die ehtü 
ürwuknte Monographie. 
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phase, bestehend ans einer Beihe sebr knnperiodiger leiebter 
Sdiwingongen, 2) eine Hftuptphase, rieh gliedernd in einen An- 
fangsteil, während dessen kurzperiodige Schwingungen die größten 
Amplitudeü des ganzen Seismogramms erreichen, und einen zweiten 
Abschnitt, in dem die Amplituden kleiner werden, die Ptsriodeu 
aber meßbare Größe erlangen, 3) einen Endabschnitt, in dem bei 
winzigen Wellen die Perioden wie Amplituden abnehmen, bis 
Buhe eintritt. Bei einem minder kräftigen StoB verschwindet 
aus dem Seismogramm zunächst die Vorphase, sodann fast völlig 
der «weite Abeehnitt der Hauptphase und der Endteil, so daß für 
die flchwSchsten Anfzeichnongen nur der Anfangsteil der Haupt- 
phase als knopfiuüge Anschwellung der Beismogrammatische& Linie 
fihrig bleibt^ nnd zwar mit dnem Dnrobmesser, der nur Brachteile 
eines IGlümeters mißt Hit diesen scbwSchsten Registriermigen 
haben die uns beschäftigenden vom 24. Februar noch die meiste 
Ähnlichkeit, indem sie lediglich aus einer Reihe kurzperiodiger, 
ra?eh abnehmender Schwingungen bestellen. Eigenai-tifr sind diese 
letzteren wieder insofern, als fast gleich die erste Schwingung 
die größte Amplitude besitzt und daß die Schwingungsweite dann 
rasch and regelmäßig auf Null sinkt. Die von dem Seismogramm 
eingenommene Fläche ist also die eines Kreissektors, dessen Bogen 
durch die erste Schwingung beschrieben wird. Im höchsten Grade 
ihnlich ist das Seismogramm, welches Belar mit dem Stoßmesser 
•OL 24. H&n 1901 in Lubach erhielt^), doch ist dieser Ähnlich- 
keit gegenüber daran zu erinnern, daß das Leipziger Seismometer 
die Hoiizontalkomponenten der Bodenbeweg äugen registriert 

Die Aufzeichnung des Stoßes Ii'*9"*i5* beginnt bei der, 
ü.brigens durch Pulsationen stark gestörten Nordsüdkomponente 
mit einem Ausschlag von 2,3 nam Weite, bereits nach sechs 
Sekunden aber hat die seismogranuuatischo Linie wieder ihre 
normale Breite. Bei der Ostwestkompouente mißt der erste 
Ausschlag 3,5 mm, und dauert die Aufzeichnung gleichfalls bloß 
sechs Sekimden, zwei Sekunden nach jenem ersten Ausschlag aber 
nrlegt sich der Nnllponkt des Pendels in höchst auffälliger 
Weise, so daß der Schreibstift am 1,5 mm nadi Westen rückt» Da 
doattige Nollponktverlegungen budier*) bloß im Anschlufi an 
angenscfaeinlioh mit erheblichen tektonischen VerSndemngen yer^ 



1) Erdbebenwarte 1901, Taf. I, Fig. i. 

2) Siehe diese Berichte 1903, S. 27 und vorliegende Aufzählung p. 305. 
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bnndene Beben beobaohiei worden rind, so ftlli die mliegeude , 
um 80 mebr aul^ ali der sie yenireaeheiide StoB nclier in groBer ' 
Nahe, aber für keinen Mensofaen fühlbar erfolgt ist 

Die Aufzeichnimg Ii** 42" 17* beginnt bei der Nordsfid- 
komponente mit einem etwa 3, bei der Ostwestkomponente m: 
einem 3,5 mm breiten Ausschlage und dauert wie die vongt 
sechs Sekunden. 

13** 41" 43' weist die Nordsüdkomponente einen AusscWü? 
von nahezu 4, äie Ostwestkomponente einen solchen von nur , 
2 mm auf, dort tritt nach sechs, hier bereits naeh vier Sekmidei 
Bnhe ein. 

aa 

24. Februar ig*" 40™ 50* bis 19** 53" — 

Das Seismogramm beginnt mit flachen Wellen von etwi 
30 Sekunden Periode. Letztere verkflrst sich bald auf 20 Sekoodcn, * 
während umgekehrt die Amplituden bei der Nordsüdkomponente tob 
I anf 2,5 mm anschwellen. Die Ostwestkomponente hat wesentM 
schwicher geseiefanet 

2j, Februar 2^ 8°» 28* bis 46" — 

Der erste Einsats ist bei dem nach osfcindischem Tjpa 
entwickelten Seismogramm nicht erkennbar. Ln zweiten Einssb 

lassen sich bei der Nordsüdkomponente, durch Pülsationen etvis 

verwischt, Wellen von 8 — 12 Sekunden Dauer konstatieren. Dif 
Hauptpliase beginnt mit sehr flachen ündulationen von 40 bis 
45 Sekunden Periode, dann findet das bei diesem Typus regel- 
mäßig wiederkehrende Anwachsen der Amplituden und allmShliche 
Kürzerwerden der Perioden statt. Die OstwestkoraponeDte hat 
wesentlich schwächer gezeichnet, insbesondere läßt sich bei der 
selben Tom zweiten Einsatz nichts Deutliches erkennen. 

aau 

28. Februar ii*» 23"" I4" bis ii*'40"— 

Der anfPallend starken Pnlsationen wegen lassen sit^ auf 
Streifian der Nordsfkdkomponente keine seismischen AnsaehUst 
erkennen, wfthrend auf dem der wenig gestörten Ostwsst^ 
komponente zwei Züge regelmäßiger Sinnswellen mit Perioden JCm 

18 - 20 Sekiindeu Länge deutiicii iiervortreteu. 
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«3. 

6. M&rz iS^ 42™ 29* bis 18»» 52» — 

Bas Seismognumn der Hauptphase dieees Bebens toh 

üuiiieier Kntferaung weist Wellen mit Perioden von 8 — lO Se- 
kunden Länge aul 

24. 

12. Mn 15^41" i6" bis 16*» — — \ 

Sibirisches Beben. 

Das Seismogramm stellt die nach kuntinentalem Typus ent- 
wickelte Hauptphase eines Bebens mit Wellen Ton 8 — 10 Se- 
konden Periode dar. 

Nach Zeitangsnaelirichten fand an diesem Tage 8^ vor- 
mittags in Bijsk, GoxiT. Tomsk, ein recht starkes, wellenittnniges 
lud stofiartiges Erdbeben statt, dessen nnnnterbrochene Dauer 
auf 1,5 Minuten gesch&tzt wurde. 

25. 

15. Mftn 7* 43*° 40* bis 7** 57" — 

E8 läßt sich nur eine Anzahl leichter Wellen mit Perioden 
von je 15 — 20 Sekunden Dauer erkennen. 

26. 

15. Mira 15^ 35«" 30* bis 16*» 32" — \ 

Ein tl;h h welliges Seismogramni Der /weite Eiii.s.it/ wud durch 
leichte Schwingungen mit 8,5 Sekmulen langer Pi iitnle L'tslJii'iet, 
in der mit ihm ohne scharte Grenze verbuudeueu, gieichtalls nur 
aos flachen Wellen gebildeten Hauptphase erreichen die Periode 
LSngsn von etwa 20 Sekunden. 

27. 218. 

20. Marz o^' 57°» S7* bis 1*» 2" — 

20. „ i*' 2"' 28'' bis 4"» 30». 

Obersteirisehe Beben. 

Der erst« Einsatz ist nicht ganz scharf zu erkennen, dHrflie 

aber in einer iniaiuialeii Anschwellung der Linie zu dem oben 
angegebenen Zeitpunkte zu erblicken sein. Ihm folgen o'' 59'" 32" 
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eine Anzahl leichter zackiger Ausschlftge mit Perioden von duzsii- 
schnittlich einer Sekunde, die sich ganz allmählich verlieren. 

Von i'' 2" 28" an wiederholen sich derartige Ausschläge in 
Ba sohwacliem Qrade, daß ihre Spuren bereits nach swei Miimtew 
völlig yerschwunden sind. 

Zeitungen beriditen, daß in der Nacht sqm 2a Mftn m 
Obersteiermark, im Semmeringgebiet und im Mtettle wiederiieU 
starke StöBe und wellenförmige Bewegungen- wspftrt wmrdaa 
sind. Mit diesen dürfte das Leipziger Seismogramm in kausale 
Zusammenhang stehen. 

39. 

2 2. Mär/ 7" bis 6'» 15"» — '. 
FflOaer Beben. 

Die Linie der OsiwesHcomponetttc (S. 313, Fig. i) weist 6* 7™ 7' 
eine leichte Ablenknng nach rechts auf, der bald kleine AnsscUSge 

folffPTi. die in bezug auf Größe der Amplitude und Bauer der Periode 
gaii/> albnählich /uiiehmcn. 6'' 8" 8* erreichen die Aiii{>ULu*ien 
etwa 0,75 niiu, (üo Periodf^n 1,4 Sekuuden. Langsamer noch, 
alb bin /ugeüommen haben, srliwäcben sich die Wellen wieder ab, 
so daß erst 6'' 15"' völlige Ruhe eintritt. 

Auf der Zeichnung der Nords ädkomponente (S. 3 1 3, Fig. 2) 
laßt sich von dem ersten £insatz nichts erkennen, vielmehr er- 
scheinen zwischen 10^ 7™ und 10^ 8"^ gana leichte kune Aus- 
schlüge, die aunftchst allmählich anschwellen, dann aber ruckartig 
6** 8°* 16* die größten Amplituden und Perioden Ton l mm besw. 
1,4 Sekunde erreichen. Von derartigen stArksten Schwingimgen 
haben sich, durch die Mtnutenmarkierung uateriHroehen, saeben 
aufgeseichnet, so dafi im ganien acht stattgefunden haben mögen. 
Genau wie bei der Ostwestkomponoite nehmen dann die Ampli- 
tuden ab und verkürzen sich die Perioden. 

Nach der Ostwestkomponente wird man <iün ersten Einsatz 
auf 6'^ 7"' 7"* und nach der Nordsudkomponente die Hauptpha^ 
des Seismogramms auf 6'* 8™ 16* legen. Erster Einsatz und 
Hauptphase sind also 69 Sekunden von einander entfernt, so 
daß der Herd des Bebens nach früheren Erfahrungen*) in 
^9 • 5i5 ^ 370,5 km Entfernung zu suchen ist. Tatsächlich 
wurde in dieser Entfernung von Leipsig, nimlich in und bei 

1; Dietie Berichte 1902, p. 306. 
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6b jin 25« 



Bo^iiin 

der 
Ilaupt- 




Dan TOB dem ITierhertHrhen 
astatliicheii PendeUeiHmometer 
so Lelpsig reglttrif rt« 8«lamo« 
granm dm PfiUer Bebens vom 
22. Mir* 1903 In lasofarher 
VergrSfiernnir der wirklichen 
Bodenbeweirangren. 

Flg. 1. OHtneNtkomponente, 
Flg. a. Xordsidkomponente. 

Di(* Je drei Unterbrechungen 
der BeiBmogramniatiachen Linien 
Rind die Markierungen der Minu- 
ten 6>» uro, 61> 12m und 6h 13m 
<lurch die mit dem äeismnroeter 
verbundene Uhr. Der Zeitpunkt 
deraelhcn wurde unter Berttck- 
Hiclitigung der — h 3m 35« betra- 
genden Korrektur der Uhr auf 
mitteleurop&ittche Zeit unigorecb- 
iiot. Der ernte Kinsatz fand in 
Leipzig 6h jm M. R. Z. tUtt, 
die Hauptpiiate begann 6h 8>n i6*. 
Pie letzten »ich bi« 6h 15111 hin- 
ziehenden Schwingungen konn- 
ten ans Platzmangel nicht mit 
rciirciduziert werden. 

Die Figuren wurden her- 
gCNtellt, indem die betreffenden 
LinienntUcke der Reitmometer- 
papirrstreifen , weiche die wirk- 
liclien Bodcnbowegungen Tom 
Instrument in 25ofacher Ver- 
größerung aufgezeichnet ent- 
halten, auf photo^raphischem 
Wege in der Durchsicht weiter 
auf das Fünffache vergrößert 
wurden Dir Figuren sind dann 
die autotypiitchon Reproduktio- 
nen der so crbnltenen Photo- 
graphien ohne irgend welche 
Hetouche. 

Die vor dem ersten Kinsat/ 
auf den Figuren sichtbaren win- 
zigen Ausschläge sind die chro- 
nischen Erzittemngen des I^icip- 
xiger Pendel«, auf die in diesen 
Hcrichten 1902, S 29-' aufmorksaiu 
gemacht wurde. 



6h 9m 258 
F!f. I. 



FIff. 9. 
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Fbjlvs Exsold: 



Kurisnüic eine kurz HHtelrulo, von Donnerrollen i)egleit»'te Er- 
schütterung waiirgunommen, die von einem in der Pfalz erfolgenden 
Beben ausgegangen sein muB, da dieses hier so kräftig war, daß 
die Leute, den Siosturz der Häuser befürchtend, ins Freie eilten. 
Von Karlsruhe aus ist nach den Btraftbiurger Berichten eine 
speiielle monogiBphisohe Bearbeitung dieses Erdbebens su er- 
warten, eine kurze Skizze desselben aber ist bereits TOn J. BBiMDii*) 
verOffentlioht worden. Nadi derselben war die Erschttttening 
am stärksten in Kanäd in der Bbeinpfiils und nahm das pleisto- 
seismisehe Gebiet, in welchem die Starke auf 6 — 7 der FoRStr 
sehen Skala gf^schlkizi wird, eine elliptische Fläche ein, deren 
gn3ßere Achse juit SO-NW- Streichen von Müklburg unweit Karls- 
rulie (|iuT durch das Hhcintiil his Siebeldingen in der Rheinpfab 
sich erstreckt. Das Gebiet schwächster makroseismischer AVahr- 
uehmunpfen bildet eine na<;h dersell)en Kichtuug gestreckte ellip- 
tische iläche, welche uach SO bis jenseits EttliTi£rf"n in Baden, 
nach NO bis zum gleichfalls badischen Städtchen Philippsburg, 
nach NW bis Trippstadt südlich von Kaiserslautem, nach SW 
bis ftber Weißenburg hinaus reicht Die SO -NW- Achse dieses 
äußersten makroseismischen Schiittergebietes mißt also 90, die 
SW-NO'Aohse aber 60 km. 

Ungleich weiter reichten natttrlich die mikroseismisehen 
Schwingungen. Dieselben durcheilten nach SW hin das 65 km 
entfernte Straßbtirg und wurden dort von sämtlichen Seismometem 
und zwar vom dreifachen Horizontalpeudel als Hauptphase von 
6'' 6"' 40" an in der Dauer von zwei Minuten aufgezeichnet. 
In nordöstlicher Dichtung erreichten die iiiikroseisiiiischeu Wellen 
in 390 km Entfernung Leipzig und sehrieben hier von 6*' 8*" 16* 
an die oben geschilderte Hauptpha^e dos Seismogramms auf. Die 
beiden, die gleiche seismogrammatische Phase betreffenden Zeit- 
angaben von Straßbnrg und I«eipsig können zur Schätzung der 
(Geschwindigkeit verwendet werden, mit der sich die seismischen 
Wellen fortpflanzten. Dieselben branchten zur Zuracklegong der 
Wegdifferenz von Leipzig-Eandel gegenfiber Straßburg-Kandel die 
Zeitdifferenz zwischen ihrem Eintreffen in Leipzig und in Straß- 
burg. Jener Weguntersohied beträgt 390 — 65 = 325 km, die 
ZeitTersehiedenheit aber 6^» 8"» i6* — 6*» 6~ 40* = g6\ Hieraus 
resultiert liir die durch den Erdstoß erregten, sich oberflächlich 

i) Geo^ostiüche Jahresheite. Üajcni. it>. Jahrgang, S. 14 — 24. 
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tortpflaii/t ndeii Wellen eine Gescbwindiirkeit von 325:96 = 3, 5H - km 
pro Sekuude. Diese Zahl steht in befriedigeüder übereinstimmuiig 
mit degenigen, welche in diesen Berichten^) für die Fort- 
pfluunmgsgeschwindagkeit der Hauptphasenwellen von Fenibeben 
angegeben wurde, sowie nüt derjenigen, welche Omobi') für die 
gleichen Wellen berechnete und sebliefilieh aueh nüt der, die 
H. Cbsdhbr'} fOr die Ansbreitang der TOgtlfindisdien Erdstöße 
emittelte. 

Haben die Oberfli&ehenwellen sich mit einer Gtesehwindigkeit 
TOD 3^385 hm m der Sekunde fortgepflanzt, so muB sich das 

Beben, wenn man die von Straßburg angegebene Zeit berück- 
sichtigt, in Kandel 65 : 3,385 = 19,2^ früher, also 6** 6™ 21" ab- 
gespielt haben. 

30. 

22. März 15*' 41" 37' bis 16^ 12" — 

Die Anlzeiefaniuig ist insofern hISohst eigentOmHch, als beide 
Komponenten die Phasen in völlig entgegengesetzter Weise 

registriert haben. Die Nordsüdkomponente gibt den ersten Eiu- 
s>atz nnr in Form leichtester Ausschliitje wieder, während die 
Haoptpiiase ziemlich kiäftig entwickelt ist und Schwingungen 
von 8 — 12 Sektinden Periode und bis 3 mni Amplitude aufweist. 
Bei der Ostwestkomponente dagegen fällt der kräftige erste 
Einsatz sofort in die Augen, während die Hauptphaso so 
dürftig ist, daß man deren seismischer Natur nur durch den 
vmusgegangenen ersten Einsats sicher wird. 

31- 

25. Mte 23»» 32" 21« bis 23^ 52» — 

£ine der vorigen ähnliche Aufzeichnung, nur sind die Gegen- 
sätze hei weitem nicht so scharf ausgeprägt. 



0 1002, S. 321. 

2 Publications of the Earthquake lavebtigation Committee. Tokjo, 
No. 5, p. 80, 1901 und No. 13, p. 137. 

3) Abh. d. K S. Ge«. d. Wiss. Leipzig. Bd. XXVIII, Nr, 6, 1903. 
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3«. 

28. M&rz 9** 16» 30^ W« 9^ 34" 
Beben vei Eiwiscli-TirkesftM. 

Ein Seismogramin von typisch konÜDentaler Ausbildung, 
durch Pulsationen fiamentlich auf dem Streifen der Nordsdd- 

homponente gestört 

Die aut d. n orsten Blick gestellte Prognose in bczug auf 
das Epizentrum wurde durch die Zeitungsmeldung als zutreffend 
bestätigt, daß am 28. Mflrz 40 Werst von Andischan eine starke 
£rderschüttening wahigenommen worden ist 

33* 

28, Mftra 10^ 59° 43". 

Auf den Streifen beider Komponenten ordnen sich kur/.- 
periodigen, schwachen Ausschlägen mit etwa 0,4 Sekunden Periode 
imd bis I mm AmpUtode andere mit längeren Perioden (3 — 6 Se> 
künden) und gröfiaren Amplituden (3,5 mm bei der NordsOd-, 
2 mm bei der Ostwestkomponente) unter, so daB eine Zeidmung 
entsteht, die dem ersten Einsati des Bebens Tom 4. Januar (8. 297) 
sehr Shnelt, nur weniger krftftig ist llerkwQrdigerweise folgi 
dieser AufxMdmung, deren Natur als die eines ersten EinsatMi 
auf (rnind aller seitherigen Erfahningen gar niclit bezweifelt 
werdeu kann, koinorlei weitere Phase, weder bei der Nordsüii-, 
noch bei der Uötwt'btkompüncnte. Pulsationen sind zwar störend 
auf beiden Streifen verzeichnet, duck war beispielsweise troti 
solcher die Hauptphaso des vorigen Stoßes (Nr. 32) deutlich er- 
kennbar, so daß langpeiiodige Wellen, auch wenn dieselbes 
Amplituden von nur i mm gehabt hätten, sicher noch wahr* 
nehmbar sein mdßten. Geradeso wie gelegentlich vom SeianiO' 
meter Hauptphasen anfgeseichnet werden nnd Ton den Voiphases 
nichts erkennbar ist, so scheint nach dem Torliegenden Fdle snck 
das andere Extrem möglich zu sein, daß nämlich Fembeben sich 
ereignen, Ton denen nur direkte Wellen bis an das Seismomeier 
gelangen. 

34- 

3. April 22** 13" 30* bis 22^ 52" — \ 
Sehr leichte, flache sinusartige Wellen. 
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35- 

12. April 4** 27» i6« bis I3"» — \ 

Auf dem Streifen der Nordsüdkoniponente machen sich von 
4'' 27"* 16* ab hier und da leichte Wellen mit 4 — 8 Sekunden 

■ laiig«n Perioden bemerklich, denen von 4*^44™ ab sehr lang- 

■ gesogene, ziemlich flache* Wellen mit 40 — 30 Sekunden Periode 
folgen. Auf dem Stmfen der Ostwestkomponente sind nur diese 
letrtereiif ganx langsam dahinziehenden Wellen zur Aufzeichnung 
gelangt 

36- 

29. April 45"» 21* bis i'* 54"* — *. 

Nordsüdkmnponente. Außer den rasch bis i ima breite 
Amplituden und 1,2 Sekunden lange Perioden erreichenden schuri- 
zackigen Ausscliliigeu sind iin «^r^fen Einsatz noch wescutlich 
langsamere mit 4 — 6 Sekunden langen Perioden 2u erkennen. 
Mit dem. zweiten Einsatz verschwinden die kurzperiodigen Ans> 

I «chlftge plötzlich, die Weilen haben hier 4 — 6 Sekunden Schwingungs- 
daner und werden sechsmal von einzeln oder zu zweien kommenden 
fingeren und krftftageren Schwingungen unterbrochen, deren Ampli- 
tuden 3,5 — 10,5 mm messen, wRhrend die Perioden zwischen 14 
und 6 Sekunden schwanken. Die Hauptphase ist durch inter- 

i fmemnde ktlnere Wellen ziemlich gestOrt, doch scheint ^e 
Periode in keinem Falle 1 5 Sekunden zu überschreiten, während 
die größt« Amplitude 16 mm miüt. Nach der auffallend kurzen 

. Dauer von 7,5 Minuten beginnen sich di« Wollen der Haupt- 
phase bereits ausznglJltten , doch dauert es nocii geraume Zeit, 
ehe die letzten Spuren der sinusartigeu W^ellen verschwinden. 

Oslicestkomponenif. Die Aufzeichnung der Ostwestkomponente 
unterscheidet sich durch wesentlich klüftigere Ausbildung des 
ersten EutsaUes, aber sehr viel schwächere des zweiten und der 
Haupipbase Ton deijemgen der Kordsttdkomponente. Im ersten 
länsalaB mischen sich unter die kurzen Ausschläge viele I&ngere 
mit 3 bis 4 Sekunden Periode und 2,5 mm Amplitude. Der 
«weite Einsatz beginnt mit einem kräftigen 4,5 mm weiten Aus- 
schlage und besteht im übrigen aus kichton flachen Krtiu^sel- 
wellen. Die llauptphase setzt sich aus unregelmlißie'cn flachen 
Wellen mit im Höchstfälle 16 vSekunden lanprr Periode und 
2^ xom breiter Amplitude zusammen. Die letzten seismischen 
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widderliolflnde sweifte fimsats, der durdh VerUlngflEniiig der Perioden 

bis auf h<$clisteii8 15 Sekunden in die Hauptphase Überflthrt, 
während deren die Amplituden nicht den Betrag der qrüßeren 
des ersten l^uisatzes erreichen. Besonders auffällig an dem Seis- 
inogramm lsI der den zweiten Einsatz einleitende kräftige 10 mm 
breite Ausschlag. 

Ostuestkomponente. Im ersten Einsatz treten die längeren 
und kräftigeren .Ausschläge an Zahl surück, dafür aber erreicht 
einer derselben die beträchtliche Weite von 5 mm. In entsprechen- 
der Weifle wie oben ist der sweite JBinsatt ausgebUdet^ und zwar 
beätzt hier die denselben einleitende erste Schwingung eine 
Weite Ton 13,5 nun. Die zweite Vorphase ist mk bei dieser 
Komponente nicht von der Haupiphase abzugrenzen. 

44. 

2. Juni 18*» i8* 15* bis 18^33»— •. 

ünregelniiißige Wellen mit etwa 6 Sekunden Schwingungs- 
dauer und 1 bis 1,5 mm Amplitude. 

45- 

4. Juni 16^ a;«» — • bis 16^» 46* — 
Flache sinusartige Wellen mit 15 Sekunden langer Periode. 

46. 

10. Juni i8*'4i™ i5» bis 19^ 24°» — •. 
Wie Nr. 45, aber die Wellen mit 20 Sekunden langen Perioden. 

47. 

25. Juni 23^ 40^ 35* bis 23*» 58" — 

Leichten Wellen mit 4 Sekundf'n laugen Perioden folgen 
solche von je 12 Sekunden Schwingungsdauer, so daß augen- 
seheinlieh die xweifp Vorphase und die Hauptphase eines sich 
in mittlerer Entfernung abspielenden Erdbebens vorliegt 
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MUeTklftrimg;« 

Die phütülithographische Reproduktion der Registneruiip, 
welche die Ostwestkompouente am i. Februar geliefert hat, konnte 
nataxgemäß nicht in der vollen Länge des Seismometerpapierstreifens 
auf einer Tafel gegeben werden, infolgedessen wurde derselbe ser* 
Mhnitten. Um nun die Aufzeichnung zu verfolgen, legt man die 
Lmie AB auf Ä'B% dum aehließt a an a' und e an c' und 
man etliSlt zwei Linien mit seuaniacben 8törangen nnter einander^ 
olmlich saah und b'ce'ä. Das ganze Seismogramm wird Ter* 
folgt, wenn man die Funkte 5, a, a\ h\ r, c\ d nach einander 
anfsncht. Über und unter den seismogramniatischen Linien wurde 
je eine gerade Linie in der Richtung dunhgezogen, welche der 
Gleichgewichtslage des Pendels am i. Fehmar entspricht. Man 
sieht deutlich, wie die seismogrammatiscb« ii Lmieu sich diesen 
Geraden nähern, oder sich von ihnen eutternen, konstatiert also, 
daß sich der Nullpunkt des Pendels während der Seismogramm- 
aufzftidinung wiederholt verlegt hat. Die Zeitangaben an den 
aeiimogrammatigehen Linien sind unkonigiert, mit Hilfe der unten 
an der Tafel angegebenen Korrektur Ut jeder beliebige Punkt dee 
SeiBmogranuns leicht auf M.E.Z. umznreidmen. Der erste Einsatz 
ist mit « faezeiehnet. (Vergl. 8. 303 — 306.) 

Erdbebenstation 

des pallontologisch-geologischen Listitats Leipzig. Jali 1903. 
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SITZUNG V OM 7. DEZEMBER 1903 



Beiträge zur liieorie der linearen Iransformatiouen, 

als Einldtiing in die algebralsolie iBvarlaiiteiitlieorie. 

Zweiter Teil. 
Von 

W. SCILBXBNKE. 

U. Anwendiui^eA «uf die Theorie der al^ebrAiseben Cleichiui^eii. 

i6. 

Im Folgenden soll das Verhalten der typischen Qleichung för 
die Werte «r-" 2» 3, 4i 5, 6 näher tintersncht werden.^) Vorher 
mag noch die Bemerkung Plats finden, dafi die assosiierten Ko- 
yarianten f^ anch durch die Potenzsnmmen der Wurzeln der 
Gleichung 

ersi't/t wtTilon köiinou. Denn ftlhrt man iinttelst bekanuttr 
l onnoln 4je Größen ^j^^Si^ eui* 80 man w^en o 
setzen: 

«•t /i == - I » *S ^»"""i"^«» 

— ?<^<^4+Ä<yI-Ä<i» 

- M^l *»<^4 - iS + 04 



1^ Hier niiid namentlich tlie zahlreichen Arheit^ni von Pavi kv nmi 
BiuoKCHi zu vprpleichen, in*?besonckTe das fiftii Mcmmr upoti i^antta 
in den J'lulos, Iransact. von 
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Die Sasune der Koeffisienten in d«ii Auadrilelran tlkt m^f^ beträgt 

11 - ■ 

"[i'«!)!* Schreibt man aber «|= — »»^/i, so erhält man 



Die quadratiscbeu Gleichungen. 
Fflr m 2 und die qnadratiflche Fnnlrtion 

wird 

/i = ffn-f.f,^{\ff\ - -AC- J?» 

(» - - Axy + JB(« + y) + C. 
Folglich erhält mau iür ff = die typische Gleichung 

wo ^ -= — ^ die Diskriminante des Art. 6 darstellt Mithin ist 

nicht allein eine Invariante vom Gewicht und der Dimension 2, 
sondern es folgt auch 

=■ ^ « j oder # - ± . 

Da aber ^ 

e = Äy + B = -B-^, 

also fttr beliebige Multiplikatoren er und /}: 

(flf - ßy)e ^ {aA + ßB)ff + «B + /SC, 

80 ergibt sich 

|j — ^ - - ^ oder Xt. = — — — — - - • 
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Für w ß^o hat man demnach 

i/j-B -r ' -^yj-n c 

^ = i — - — = — und X, = — = —= , 

w&hrend zngleich 

(ar — x,^}Z = Axx^. + £(jr + a?^) + 0, 

17. 

Die kubischen Gleichungen. 
«• = 3. 

Der hubisohm Fonktioii 

fx - As^ + 3Ba?' H- 3Ca? + 2> - - x^i^ - XiKx - j:,} 

sind die Kovarianten /^op und f^x assosüert, welehe bereits Aitu 
in der Form 

ff=- f.^Ä.x^^B^X'^'C,^- lun 

Aj^^B^'Aö, S^^BC-AJ), C^^C^-BD, 
= i^x' + 3«i^* + h = 

<o - SABC-A^D - 2 J?*, t, - 2AC* - ABD - B«C7, 
it-^ACD-2B^D + BC^, i^^ AD^ - S^CD + 

entwickelt wodrden md, und deren Grad« Gewicht und Dimenm 
gleiche Werte haben. Zugleich wird ff^^ \ [fl'j- 

Nach Art 10 muB die Invariante von g 

J^B\-^A^C^^{BC- AJ»* - 4(B* - AOiC^ - B^ 

= A^V^ - 6ABCD + 4AC* + ^B^n - 3-B*C* - - ijj^y], 

aach als Invariante zu f gehdren. Diese stimmt mit der Diskri- 
minante D^Q') des Art. 6 llberein und hat das Gewicht 

und die Dimension |ti « 4, sodaß nach unseren früheren S&tKen Ar 

J - F{ABCD), f*J - Fif^ ff o I), 

erhalten wird. Zugleich ergeben sich durch Yeiigleichnng der 
Potenzen von x die Relationen 
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ilV - ij - 4^4» , ABI ^i^i,-- JiB, , 

Ai, - + Cti - - £^ + 2Ct, - Dfo, 

Ifaa kann auch die beiden und ^ entspreehendea Ko- 
Tirianten g und ^ yon h bilden, indem man die Koeffizienten 
AB , . durdi i^ii . . ersetzt Dann ergibt eine leicbte Rechnung 

g Jg, t J*f, 

sodaß man andi auf diesem Wege die Inyariante J bfttte ableiten 
hönnen. Außerdem findet man die lugebOrige Invariante 

wie sebon SnaKSTEiiv im 27. Bande des GreUeeehen Journale 
{Ühfr dne merkwürdige identische Oleidimg^ 8. 105) anfQbrt. 

Die für f^J gefondene Gleichung kann in der Form ge- 
schrieben werden: 

Daraus folgt, daß dip beiden Faktoren ^ih + fYj) dritten l Po- 
tenzen linearer Ausdrucke gleich sein müssen, weil ein gemein- 
samer i^aktor beider f, g und h teilen müiite. Setzt man also 

h ^ fyi^ 2{ax + hf, h - [Yj = zUi'x \r h'j\ 
g^iaac-^ b){a'x + - A^a^ + B^x + Ci, 



M> wird 
mithin 

nebst 



2«» = + aYj, 2«'* = »0- ^ V^Ä 

lan « tV + BVJ, 2a'»d' = t\ - bYj, 

2ab^ = f, + C /J, 2a'i'' - I, - C 

2 6« - f 3 + D }/7 , 2 6 ' » - - D ]/ J , 
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und wie euui leicht yerifiidyert: 

ci6'-da'=y? oder lab' ^ B, -\- yj , la'h^Bi-Yj. 

Es ist nun leicht, die Wurzeln der kubischen GleidiaDgieD 
f =0 und h^Oy sowie der t^pischeii Gleichung Ükr g ammgebeo. 
Denn da 

/' yj = {az + 6)' - (ax + und h=^{a£-b bf + {a'x + 6'/, 
80 erhBlt man ftr /'(y) » o und ^' * i 

^/y ^ b = (fia'y + f) oder {a — a i()y ^ — Q} — 6'^), 
sowie ftlr A(sr') - o 

rty' + 6 « - ^(a'y'+ 6') oder (a + a'^)y' = - (6 + 6'^;. 
Schreibt man aber 

80 haben die EinbeitownrBeln ^ die Werte i, — j und -y«»/, 
eodafi fttr y-^i^* 

während fttr ff' ^xi: 

b-\-b' b-b'j , b'-bj 

" a + a * a — aj^ ■ a —aj 

Für reelle Werte der Koeffizienten in /* sind die Wurzeln f 
nnd nur reell bei negativer Diskriminante J. Denn för J <.o 
nehmen a und a', eowie 6 and b' konjugierte Werte an, eodaB 
nicht allein x^ und x^^ sondern audi 

(6 + ö j) (a + y ) ad + a' 6' + a6 > + a i j 

nebst Xg , sowie und reell werden. Für J o dagegen 
sind ab ab' reell, und neben der reellen Wurzel 8^ resp. x^ die 
beiden x^x^ resp. x[x^ konjugiert. Die Wnnehi 

der quadratischen Gleichung ^«o verhalten sich natttrlioh um- 
gekehrt und sind reell ftfar o, konjugiert für «r< o. 
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i8. 

Wir weudeu uns jetzt zur direkten Auiiüsmig der tmpUchm 
Gleichung 

also 0i — 6p, <% — sh, 

f 

Zufolge des Art 15 hat maa itlr # = f,: 

d» - y)# - WaP* + 2 J|jp+ Oy + {B^ + aCflP + D), 

«/> - - y)» Cef^ - 3 piP - *) - (« - jf)» U - - iRi) C» - 1 
und hieraus folgt für y » o^: 

Schreibt man hier ü » t» + so wird 

{u + t)^ - u' + — Suv(m + t') = 3<7(tt + t) + h, 
nod man kann die beiden GrOBen u nnd v doreh die Gleichungen 

-\-v^ = h und UV = g 
bestimmen. Da aber - 4^ — f '«T, so ergibt sidi wmter 

u«-t;^ = /-}/? 

and damit 

i(Ä + fVj) = {ax + h)\ = j(Ä - (YJ) = {clx + 6')% 

« — ^(a« + 6) + ^'(a'« + d') « + 

Da wir aber ^ (ax + 6)(a'a; + 6') » tft; gesetzt haben, so folgt 
— X und 

# - f (a« + b) 4- ^*(a « + 6') = («^ + a ^^x + + h'q\ 

Die Wnneln der typischen Gleichmig nehmen also jetzt die 
Gestalt an: 

^0 = + « )^ + 6 + 6', (aj* a^)» + - 6j), 
^ - («i* - a'i)» + (bi* - 6'i), folgUch ^o + '^i + ^j-o» 
+ <rj/-i^'« 3(aa5 + 6), + 3(0^^6 + 60* 
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Durch Qu&dnenmg findet man leicht den Wert 

yergldoht mui tmat d«ii Avfdniek 

und i^i ff uAendiich zur odejr abnehmen, »o folgt 

ul^ + - i = (a + a»^ oder C -i- ^ = - (6 + J'f)^, 

■Woraus lu ue einfache Ausdrücke iiii die Wurzeln y =- gewonnen 
werden Man erhält sogleich, eyentuell mit beliehigen Multiplika- 
toren CK und 

nebst den Ausdrücken ftü: die LA.GRAüQ£8che BesolTente: 

D«& TOiMfliidaii Gleiohiiiigoii g«h«a die waitaraai Fmda 
parallel: 

•^feo ^ ^ — "^^ " " 



I) Zar Yeziflkatioii der akicbtmg - fLtf^ dienaii die 
Formeln 

il(a6'-a'6)-o«-o'»-^]/7, 
JB(a6' - a' 6) - a>6 - a' - ^j/X 
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während die Invaii&nte durch 

und die KoTari&nten durch 

ab Fnnkttoiiflii der Worseln gegeben and, wobei die symmetrische 

Smmne ^ ans $e(^ Oliedem besteht.^) Die Diskrimiaante der 

typischen Gleichung wird /'J, die Kovarianten ff und h aber 
gehen über in 

^rjr* H- »f + ^ nnd + 6p"i« + $ghß + - 3«^- 

Die Werte vou und xifc stehen in direktem Zusammenhang. 
Denn wenn die Wurzel » x^f^ yerechwindeti so erhält man 



vdid da vermöge der typischen Gleichung h glexciueitig ver- 
schwinden muß, so wird 

Ä - - y ) -Kllix- -Hm + y + ^ • 

Auf diesem Wege gehen dnroh KinfBhnmg der verschiedenen für 
gefundenen Anidraeke die entsinreohenden Formeln ftr 

jf = Xk hervor, analog wie man die Wurzeln « C^jc^ +B)x — Ö~'^ 

** 

aus den Werten a'^ ableiten könnt» . Indessen gelangt man zu 
emlacheren Ausdrücken für x't durch die folgenden Betrachtungen. 

I) Jür die Koettizienten »j| in ^ gelten die ähnlichen äummen 

6 

e 

H - ii { - - «1 ) I 
e 

6 
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19. 

£s ist nicht ohne Interesse, die allgemeinere Gleichung 
II»/ - A - « (« - {p) (« - JiH« - - f 
mit dem Diiemtiftl 

anfnilOfieiif wezm w eine beliebige Variable bedeutet Iba hnndit 

dazu in dem Ausdruck für f nur 

fi^Aw-i^^ ©--ßw-ij, (J-Cic-i,, a)=«Diff-% 
an Stelle der EoefBzienteii AB ÖD setsen, wodnreb 

tl^ - (IT* - /), iöi^B, (w* - J) , ^ = («r* - J) 
berroigeheii, und die entBpreohenden Werte der Kowianten 

nebst der Diskriminante 3 » / (m?^ — •/')' erhalten werden. Dana 

ist nicht allein ^^-9 .9 * 

3!' = ^' -4g*. 

flondem auch 

J + f ]/3 - 2 (tt« + b)* - 2 (a « + - /) (fff - V".^ , 
und fttr 

^*«-(iff»-,0(tP-V5), f»'»-(ic»"-J)(iir + >7): 

a =-» fta, b = a' ft'a', b' ^'6'. 

Neben iC* — — - — und jci •« — ^^^.^ wird jetzt 

80 daß f ür ti? = 00, fA — fi', in o^i^, und für m; o, f* = 
f»'»~y/f {i in ftbergeht Den Oleichnngai endlich ^ 

+ 5 - (a + a>)^ und C + ^ • - (& 4- h'q}^ 
entapreohen fttr f » o oder » die Werte 

und 2)|fl _ ^ 

- tj + — « - 4- f*'ö V)^ > 
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Fflr «9 » o erhält man daraus die Wurzeln von h in der Form 
^ _ h+(a-<i^g)»y7 ^ S 

20. 

Die biquadratiechen Gleichungen« 

Klo* 4. 

Die assoziierten Kovaiianten der bitjuadiaUbciien FimkUon 
smd gegeben durch die Ausdrücke vierten und sechsten Grades 

--».-/•,/; -/•/;, = 

und 

H « itC^ - 6ti - 9A(? - ^*JB? - 2.4Äi> - 6JB»C, 

t| - 2 CB Ci- CJ?i), 3 2 (ADj- D^) = 3 ^ CD- ABB- 2 B^D, 

i|- BD, - DJBi, 213 = AE^-EA^^ AB^ - JB»J^, 

2(CI>i-Z>(\), 3«4-2CBJ^-£^)-^i>£-3 jBC£+2JBD^ 
%-Cii--BCi, 6ij-ilJB» + 2MJS7+6Ci>*~9C»J5, 
1^-2 {DE^ - - 3 CDE^- 2iy^, 

nebst der Invariamte der Art 6 und 10: 

e - -= ^i; - 4BD + 3CC = i[/'/34. 
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Da fti Tom Gewicht t, so ist fttr ^, ^ und G das G«wicbt j» 2, 3, 4. 
Wir bemeikeii noch die hftvfig anwendbaren Fornehi 

80 wie 

Man kann nun, indem man die Kopffi/ieuten AB., durch 
^] J3j . . ersetzt^ die entsprechenden Kovarianten g, ^ und @ aas 
g bilden, und erhält durch direkte Reobnnng die Werte 

mit den angebdrigen Gewichten 6, 9 und 8^ wihrend s«r Ab- 
kfinong geechrieben ist: 

Dieee bereits im Art 6 betrachtete Qrö^ aber ist als Qaoüent 

4b 

der Koyarianten neben G selbst eine zweitt Imariante von f 

mit dem Gewicht 6. Die InTarianten G nnd Hj deren Ansdrflcke 
bereits EaBrantm, Boolb nnd Oatut gefonden haben, werden 
behannilich von Whiriwtrass durch und r/3 bezeichnet Wm 

man auch die Invariante § berechnen, so geht der Wert hervor: 

* - w (ö* - - i/7(ff - 6n 

Wir wollen noch einen Augenblick die Kovariante 
g^'^fH-^gQ Tom Grade 4, Dimension 4 nnd Gewicht 6 

betrachten, deren höchstes Glied durch — Jx* gegeben ist, während 

g^{o)^EH+{L^'^OE)a, 
Nach dem HsRiciTEschen Satze fttr (— i)^p~^gx folgt 
f9^^-Aft-fl oder 49^ -h^ " fifH^gG). 

Dieselbe wichtige Formel ergibt sich tiii- gx ^ II, wodurch 

oder 
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In di«8ar Okusirnng bedantMi ItXtlt die Wurzelii dir iiogiimiiniwi 
Miidlepi £e«0lMNfe 

Man schlieSt daraus, daB in dem Ausdruck 

die drei Badikale 

rationale Fnnktionan Ton sein mtaen. 

Hier wird 

Nim ist aber identisch 



also 
oder 



4 (JSj - ^A)« - - ^A) ( (0 - 2 A)« - 



Damit folgt weüer 

PÄ-C*-J9D-A(C+2A), 

imd wenn man Ton der Gleiebnng 

aO^^ - AE \a 

Gebrauch macht: 

Q>-.(^-CX + A*-^^, Pll-.Ci-01-2l« + |ff, 

8odaß 

^-PÄ-3it*-iö. 

Es versteht sich übrigens von selbst, daß die Vorzeichen der 
Badikale PQ und B inaoweit onbectimmt sind, aU sie gUkhßcUiff 

i) Man kann dieae Qletdnuig aneh in der Fonn dec Defcenninante 



Ä B 0-2% 
B O-^X D 
O-il D B 



— 0, nebit fl 



ABO 
BOB 
ODE 



»chreiben, wie Abonhoi d (_"rell»^3 Journal lid. 52, S. 95) bemoikt bat. 
Die kubische Kebolveute ündet nich bereits bei Srajem-KB (Grelle 
Bd. 13, 8. 358). 



334 W. 

mngekohrt warden dlirfeiif damit die Firodiikte QR, PR mdPQ 
nngeftndert bleilMn. Aaeh beweist man leicht das Stittfiida 
der drei linearen Relationen 

o = (e- 2l)P- zßQ-^AR, 
welche durcli Multiplikation xoit PQM yeiifiziert werden köooiB. 

21. 

Die Auflösuni? der GleichuniTpn f=o und Ä = o ergibt sui 
jetzt ohne Bdiwiehgkeit Denn da neben 

wenn und Ä die übrigen WuizeLn der Resolvente l>ezeicknt*iL, auch 

y-r/'-(P'«» + 2«'«+Ä')* nnd ^-r7«(P'V+2V''«+Ä'y» 
so folgt soc^ei<^ 

(A" - 1')^- (pv + 2 e'x + ü')« - (P'v + 2 e"« + -B'? 

- { - P")«* + 2 (C' - c'O« + 3' - } X 
und dnioh Auflteong quadrattscher Gleichungen: 

(F- p")a; = + 5 - e" und (P'+ p"}x = i j- e'- c", 

i5« - «?' - - (P' - P") (ir - iü ") , 
iT* - w + gy - (P' + p")(Ä' + By 

gesetzt ist*) Dadarcb sind die Tisr Wnrzeln der biquadratuehtt 

Funktion fx bestimmt. 

Selbstverständlich gehen die den VertauBchungen der Wurzeln 
XX' X" entsprechenden Zerlegungen panllel: 

U-rV« {CP"-P)x'+2(e"-(2):c + JB"^i2) X 

X { CP" + P)«* + 2 (C" + ö)» + + Ä) . 

(X' - X)f = {(P- PV + 2(C - + Ä - Ä'} X 

X (CP + PV + + 0 + Ä + 

i) Übrigona wird neh hecansitellen, dafi die Gid0en SvdAT 
nidit Veneinander Ten^eden sind. 
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flr weloihe Wunelamdrflcke za faUden und: 

T'«« («" + 0* - (P" + 1^ (Ä" + jB), 

imd 

5"« - (0 - - CP - P'}(Ä - JB'), 

T^* - (ö + e V - (p + p^ (Ä + . 

Der Wert 
aber liefert, wenn 

e*-PÄ = 3i*~iö = i/*' 

geschridben wird: 

»P "|* + 2g'" /J,* + ««P+«fJ^' 

und da die den drei Wnrzeln X A' entsprechenden Größen 
}>'Q"M^fi* je drei Werte annehmen, während die Radikale P(^Eft 
doppelte Vorzeiclieu besitsen« fo sind dadurch die sechs Wuneln x 
ToUstfindig bestimmt» 

Es ist TOS Interesse die oben abgeleiteten ZerfUllongen von fx 

in quadratische i^ktoren mit einigen weiteren Zerlegungen zu 
vergleichen, die sich auf folgendem Wege ergeben. Wir schreiben 
/2 = II mit den beiden Faktoren zweiten Grades 

llll"fl^+ + lud tili — + 2«!}« + 
wodurch 

Setzt man ferner 
10 folgt 

f^Lx*'\-2Mx-^N, f, = Lx-\-M und /*„ -X. 
Die Koyananten g und k aber nehmen die Fom an 

* - • 2 { (LMi - Xi Jf)«« + (X JTj - Xi JO« + Jlf 2fi - JCiÄ") , 
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wo L^M^Ni ßheoao von A^B^ ... ablilikg»ii, wie LMN 
AS • • • 

Bchreibt man jelct 

Ai^i^ ^ a{Äx^ 2{B - P)x C - 2k- 2Q\, 

wo a «inen befieWgflii IWor Moatit, lo ergeban ndi & Bs- 

dingungsgloichungen 

^AC - ul(C - 2A) + 2(5* - i^, 

ulJS^ic- 2;i)»-4^. 

DicM Gleiohaiifen liefern moht allein genau die froher abg»- 
leiteten Werte von I^if und PQ, eottdeni geben auch dard 
Elimination Ton P und Q die kabiMfae Beeolvento ftr MiOiiB 
dftrfen wir setMn: 

AMi-JB + Pt an,** 2i + 20. 

Aus diesen Werten gehen sogleich die Ausdrücke henor: 

l^n^-^l^n^^ 2(0 ^ 2k), bk'^ itn^m^^l^n^-l^n^, 
ji(m|iiy-m|fi|)i-4BQ-2(C->2;i)P oder iii|fi|-m|ii|*2Jl 
Damit erhält man auch 

Man kann femer die Zerlegung mm f» in der Fonn kerb«- 
fUiren: 

(0 4- A)^i^i - fl'|(B + P)a:' + 2{C + K)x + i) - Ä) , 
«'lifc- {(B-P)»*+2(ö + A)« + D + Ä}, 

oder 

nebst 

.Aa' - a{fi ~ P), (0 + A)(l|n, ^Hj) -= 2(J5i> + PJ?). 
^i?-2j99-(C-2A)P und 2(C-hA)Q-J}JB + 2>P. 



I 
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Endlieh wird auch 

Ii = a" I (0 - ai + a®«» + a(D + Ä)« + JE?} , 

oder 
nebst 

22. 

Wenn tnn Ton der gegenseitigen Vertansohimg der Faktoren 
ti und Ii abeielkt^ gibt es offenbar nur drei mSgUöhe Zerlegungen 

fr — Ij, welche den drei Wurzeln der kubi^ühtii Resolvente 

entsprechen. Um die im Vorstehenden gefundenen Zerfaliungen 
miteinander zu Tergleicbent setzen wir^) 

bitU" (P'+P'V + a(Ö'+Ö")« + Ji' + Ä", 

ftj^-p'+p", 

nebst 

a'' - i A/^m, - = (p' - p' -r e") - (p' + p")(e' - q"), 

oder a" - i')P - P'C" - sowie 

2(i"- - ^'R"'-F"Ii\ {k"-l')R - C'Ä"- 
Dann eiUlt man die Relationen: 

a'CP'+P'')-(C-2X-2C)6, 

t) Wollte man oder {l' —1)^1^ schreiben, 80 würde 

Juan aut Wideiq^ohe geführt werden. 
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a Q' ^ « "/ - + Pji>. fl V - Q") - (C + i) J, 

Dia Klimiii^tioii der Faktoran aa'a"6 «rgiH: 

P'-P":C'- C --B''--^--B--Pi C?- i^J- 
Die zyUifclw VerUnachimg you Ik'X'* aber liefert: 

-^ + P':0+a':D-Ä'-C-2A' + 2C':D + 

P +P;C"+CJÄ' + Ä = ^i-B + i^iC'-2A'+2C = 

-P-P':C + A':D + Ä'-.C-'2r-29';D-Jl':£. 

P-P':Ö-e':Ä-Ä'--A:-B-P":C-2r-2Ö"- 

-B + P^:C+X"!D-B"-C-2A"+ zQ^zD + B^iE, 
P + P':Ö + «'sÄ + Ä'--i:^ + P"5C'-«A'+2Ö'- 



Aus dleMn ProportioneD laaflen Bloh eine grSBere AmU 
▼on Gleiehungen xwiaohen PQBP'Q'B' F^'Q^B" abldten. So 

folgt aus 

-AW^O-CJS+P'^XP+PO und JEr(C+C")«(i)±Ä'')(Ä+B')» 
P'P "-ilö-£P, M B" ''DB - 

p 'p- iie' - BP', DÄ' - jpc', 

pp' - iiö"- BP^, jiÄ' - DÄ" - Eq'\ 
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Ferner erhält man die Werte 

und wenn man die gefündenea Gleichimgoii r«8p. mit PÜQ 
multipliziert: 

PP'P"- A-Bi - JS^ - i^, 

Auch wird 

PÄ'- ci' - + qq\ p'Ä - a - a')ö"+ c«'. 

23. 

Wir können jetit den Wurzeln y -* der Gleichung ffß^o 
eine einfachere Form geben, wenn wir 

*»"?M^i-i-/m» *** 

setsen, jra aß und das Vorzeichen des Badikals « beliebig gewfthlt 
werden dOrfen. Untersndit man die Terschiedenen Zerlegungen 
Ton fXf sf> ergibt sich 

i) ftr^-d^r^^, /,-i(P' + P"), usw. 

4-fi4-i,ii,-(?:)«-ij(i"-.AV, Ä-j-±a'-n. 

In der Tat wird wegen 

e*-PÄ-3^*-^ö, 2qq'^FB"-p''B\ 
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- ^;{(a-i^«-^(0- »»-2«)) -(^)V+i^?, 

»! - (C +«»-(*+ «CD - Ä) } - (cVj)'«?' + Qy, 
^ij - a - 3i' - { ^^i^V - tt' - 1 'V. 

4) nr Ii - a" ^" j"*" ^ - j.(C - at - »O. «a». 
^ - ^)'|U> + ai + a«) - + 

^-jJ,|(2)-J0i-JB{O-a4-a®) -jtiCB'-Ä'?, 

aJ4-;g,(B'«-Ä"V-(i'-4'V. 

AoB dfim Vorsteheaden eatipringeo die WurzelauadrOoke 

tf^ - -P")!^ =« ± a' - n - + C", 

-4y--jB + P±(P' + Jn, 
(jB + J)f--(7-i±(«' + Ö'')t 
(O- al + 2®y - - 1> - Ä ± (Ä' + Ä*^, 



oder 



51:^' . + d' _ i") _ + ö", 

- + öl' _ i") _ C - 



Digitized by GoogI< 



Bxiraia snt Tbboiixx dbb i.ikkabk« l^AXiroBiunoMn. II. Ml 



- I> + + CÄ' - Ü 



9 

y " 
y " 

Durch zykÜMslie Vertansohiixig T<m IX'l" resp. PP'P', und 
BR'B'* gehen BelhstrenUiidlieh weitere analoge Ansdrilcke für die 

Wurzeln y hervor, von deren Hinschreiben wir jedoch absehen dürfen. 

Da dio iiadikale PQIl durch ihre Quadrate gegebon sind, 
während nicht bloß die Produkte ^ü, BF und PQ, sondern 
auch die Werte von 

PP'P"-i«„ QQ'Q'^iH, 

rational bleiben, so darf man gleichzeitig die YorMiclien Ton je 

rweien unter ihnen umkehren und erhält dadurch aus einer 

Wurzel die drei übrigeo, z, B. 

sowie entsprechend bei den übrigen Formeln. 

mdet man die Produkte (« - P>) (ir - P'^ (i» - P''^, 

iv^(y)iv-Q''){v-Q''^ und iv-R^(v-R'^{v-R''^, 
so folgen 2ur Bestimmung von P^Q^M* die kubischen Gleichungen 

/7(f» - P«) - - 3.1it;» + fUtj - -Bgi; - - O, 

wie man laicht durch direkte Bechnung findet £benso erh&lt man 
/J(» - Pfl) «p» - 3B,w' + \{Äi^ - Dg« - ^0^81 
/7(»-PÄ)-«iP»-3(Ci-iö)«;>+|[AH--B«4-i>H--JB^^ 
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Die WanelD dar Gleiebuig §(9)^0 efgeben «ch auf 
folgendem Weg. Im Art 20 hatten wir beim Übergang toq f 
zu g die Kowianten 

und die Inmiaiitoii % imd ^ abgeleitet, wodnreb die Do- 
kriminante 

herrorgehi Bezeichnet man die entsprechende knlnsche IM- 

vtjuU; durch 

so ftbenengt man sich ohne Schwierigkeit, daß 
Damit erhält man dem Ausdruck g — If entsprechend 

10 da8 beim Übergang tod ^ zu ^ der Faktor l'l!' zu g-lf 

hinzutritt. Mithin geht auch A^- Al = über in i'i"P' und 

+ -Bi - S ± Vi'i" Wi - AI), 

wenn das Produkt der in der Summe entiialtenen Radikale mit 

if i'o im Vorzeichen flbereinstimmt 

üm jetet sur biqnadratischett tjfpMm^ Gla<diTmg fibenagshen, 

deren Koeffizienten die assoziierten Eoyarianten von f sind, 8«lM 
wir für 

.^J. f. 

(« - y)g -= 3jBx'+ 3(7« + D)y + 05«*+ 30«*+ 3i>x^£;, 

nebet 

f xfy » (a; - + tf^a^ + + /i) - (» - i^)'/Z/* - 
oder da 

/«of/y « (« - y/OB* - 6y«« - - 3y« + Gf^, 

I) In meiner Abhandlmig Zwr BaMMbii el^iliNAar /«Itifrak, 
8. 67 ist im Werte von f» = il|^ = - jC^' + ^^^) der Fakfeor2 kitäa- 

lieh ausget'alleu. 
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i? ui I tf o folgt hieraus die typische Gleichung 
ilio 

nebst — 

Die Invarianten 6^ und H gehen über in Of^ und ^/'', die 
Wnnel A in 

Zur Auf Ulrang dieser Oleiclrang geteen wir 

und erhalten 

lowie durch fernere Qnadrienmgt 

iP* « Stt^UjW,« + 48 «X + 4IC S + S S 
Vergleieht man damit den Ausdruck 

tgz^ + ^hz + ^g^-Gf*^ 12 (jw + 4/i£ + 6^;f8«f^+ 3^*- 

80 erkennt man leicht, daß beide Werte identisch werden, 
wenn man 

h « zu^u^u^^ . 3^ - 8«* und 
3P*-ifl^f*-B«fX» also auch jÄ» 

setzt Hieraus folgt, daü tür i; die kubische Gleichung 

die Wurzeln und m| liefert. 

Diese Glcicbtnig aber geht durch die Substitution v^g — Xf 
nach leiehter Bednktion in die kabieehe Besolvente 

4l*-(7jl + J7 

flber, sodaß als die gesuchten Wnrzelwerte sich die Ausdrücke 
ergeben: 

die Vorzeicheu der iiadikale müssen dabei der Gleichung 
entsprechen, wodurch die vier Wurzeln e^s^z^z^ völlig bestimmt sind. 

Math -ph/s. KImm 1903. 24 
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Schreibt man wie Art. 15 e ^ x^t ^ uneodM 

wachsen, so folgt 

nebet 



Dieser Ausdruek endlich liefert wegen y =^ oi'^ die Wurzeln JqIjJTj/j 
der Funktiou fx, wenn die Vorzeichen der Kadikaie der Gleichung 



genfigen. Man sieht, daß ähnlich wie bei den kabischen Qhi- 
dmngett die Benutzung der typischen Gleichung auf direktem 
Wege zur einfachsten Fonn der Wurzeln der biqnadiatudMi 
Funktion ftthrt. 

Die fftr v =^ g — If geiundene Gleichung liefert 

und wenn mau die Koetüzienlen der höohBten Poteuzeu von i 
vergleicht: 

77(1» - J»«) - «» - 3^r»+ 3(J» - '.^«ff)» - iij, 

während für o; » o : 

Die Formel 
ergibt identisch 

in Übereinatimmnng mit den Begnltaten des Art 23. 
Vergleicht man die Anadriteke 

- (Ay + B)!^ + Uy* + + 3 C')« " -Z) - 1, 

so folgt „ 

SP-Ay + ^, SÄ^ D-|, 
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WO die vier Wuizelwerte voa if deu zulässigen Zeicheüwecbselu 
¥on PP'P" usw. entsprechen. Man findet nunmehr leicht 

und analog: 

SC'«" - - \(ADt + aJJD + ^j^^), 
Sü'JJ"-iJ5(C+2? + J)-£., 

nelMt 

Pl'P'-^i^, ««'«"-is, JJÄ'J8"-i'« 
Damit geben die drei Produkte hervor: 
/7(u - P) = tt« - + £;u* + 1; + 2 iBj» + C) - ^,1« - * i„ 

n<ß - iJ) = «• + (D + l'iE{a + . J + |) - J!i]« - i,„ 

welche den obeu gefundenen Weilen von JJ {v — P") . . . und 

sur Seite stehen. 



25- 



Es eoUen jetit die bei der ünteirBiiduiiig der biqnadratiflehen 
Funktion aniEtretenden OrQfien durch die Wurzeln ausgedruckt 
weiden. Wenn Ij für x^^x^ und aS| , fOr x^x^ und Ter- 
Mshwindet, ao erg(;ben die Zerlegungen der Art. 21/22: 

»M, B + P C+i 

A " B + P C-2i + 2<^~ P'-P"' 

24» 
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Hiermns folgt niebt alliin 

4P- ^(a^ + «1 - - a^, 

neben 

6 C ^ ( XoiT, + Xo^Cs + ^0^3 + «1*2 + «^1^1 + X^^i). 

4l>«-A{a^a^Ca^ + a^) + a^a;,(Xo + ai)}, 
sondern auch 

4^^- - «5, 4- iTj - a"g), 4P"- - - a:^ ^ . 
4C' - - x^x^), 40"~ il(«|a^ - a^a^, 

4J8'« -4{a?oa^(a:i + - a^a^Ca^, + a^)} , 
4i2"«-4{a;^a^(a;i + «,) - a;ia^(ic^ + a-^). 
Schreibt mm feni€r 

TS ^{Xf^- x^)(Xj - a^), sf' - (a^ - ai^Xa:^ - aj^), 

BO geht die Gleichung 
Uber in 

A-/j^(Ä'-iaF") nebst A'«^A(iar"-w) 

und A " = i-4((Sr - ay folgUch aodi 

1) Es nOgen noch die Summen S^Pf S^Q und So-S uster- 
encht wetden. Man findet leicbt die Anadrficke 

S is Q « - ^^«^ («j _ a5^)(af^ - a^)(jt^ _ iB^) , 

mithin auch 

8 »(Pa?* + a + Ä) « ^-d(Xt - a;, - . ar, - a:j)(a! - a;^)«. 

Darauü i'olgt, daß die Summe 
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Dii eatwidfcelteii Formeln zeigen, dftß swisciMii d<r biquadn* 
tiseliMi Glnchnng and dtr khlnsohea BesoWente eine gewiise 

Reziprozität besteht, sofern nicht allein die Wurzeln mittelst 

der A, sondern auch die Wurzeln k durch die ausgedrückt 
werden, sndaö die Anflösung kubischer und biquadratischer 
Gleichungen auiemander reduktibel ist*) Übrigens ist leicht ein- 



abgesehen von konstanten Faktoren, die Quadrate der linearen Faktoten 
.1er Funktion f darstellt, wenn man die Vorzeichen zweier Radikale 
beliebig annimmt In der Tat erh&lt man durch Multiplikation der 
fier Aggiigate 

wie aehon Gailbt andeutet, für beliebige Werte von f nnd g den Wert 

i) Man wird, um die Wurzeln einer kubischen Gleichnng durch 
die zu bestmmien, diese Gleichung einfach auf die Form — + H 
zu bringen und damit eine biquadratische Funktion f mit den Inva- 
rianten G und H zu vergleichen haben. Dasu reicht es aus, etwa die 
beiden Koeffizienten A und E durch die wülkQriioh gewählten JB CD 
mittelst der Gleichungen 

G'^AE-aBD^C* und H'^ACE- AD'- B^E-i-zBCD-C 

iOModrficken. Man «rhUt sogleich durch Anflöiang otn«r qnadni- 
tisohfln OkkliDng Ar 

16 (C* - !»• - 4(«C« ~ 3 B C>D + Ä*D«) ß + 

2B^E^ CG'-S" 20(10*- - Q. 

Setzt man beispielsweise C=0, also ^x^x^ =0, so folgt 

nebst 

Analog tindtit man für B=^0: 



fbWidi flr Jl-O-iO und D-*!:; 

>oda0 die «4 der hiqnadratiedien Gleichung entsproclien: 

H^x^-^Mx-^G^O. 
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mMtStuaUf daB min «a Stalle tob l -* Zf'') man kabuckB 

BMobrente f&r A^X' 1"'"^ ^ÄW k a nairmi erea kaan, ipaloht 
die Fonn hat 

4 ^« = 3 ± y^^^^T^*. 

Verwandte Betrachtungen lamn sich bei den Gleichnagw 
fünften und sechsten Grades aastellen, weil nkht aUeiny wie seh 
Lageaiiob bekannt, die Fonktionen fSaften Grades diMMe 
Besokenim besitsen, sondern anch gewisse hikubisolie Gleidraagea 
eiae Graderniedrigung am eine Einheit gestattea.^) 

26. 

Die knbisohe Besolvente liefert für die Wanela 1 fis 

Gleichungen 

SU'--lö und U'X"^iH^lik^-iGn 

die Diskriminaute erhält man aus dem Werte der Invariante J, 
wenn man 

^»4, B-»o, C^-iG und 2>--ir 

set^t Damit wird 

Ai'-ia, Bi'AH, folglich 

oder 

1>4(/) = - ^ 7 - - - ^ ^'/Z*(*i - -^Z. 
wihrend durch EinfOhnmg der Koefifisienten tob hi 

- 4(4«e^ + 5«s^-9tiS)- 

Wir bemerken noch die identische Gleichung 

+ i2(4X»-ÖH-H)(4l*-aA-H), 

i) Man vergleiche z. B. die Abhandlung von Bsioscm, Math. 
Amialen Bd. 13, S. 139. 
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od«r mm m Abkttnimg gesohziebeii wird 

- - ö - 4a - - i"), 

Zugleieli sehlieBen wir, daft für e!ii«n reellen Wert von il^ v' 

gleiches Vorzeichen mit G'— 27 W* haben muß. Fdr reelle Werte 
von G und H werden die Wurzeln kk' k" sämtlich reell, wenn 
> oder (t > Jil', während im entgegengesetzten Falle 

und A konjugierte komplpxo Worte annehmen. Dann hat man 
G < 3i^ und V wird rein imaginär. 

Bs ergeben rieh ferner ohne Schwierigkeit die Werte 

<*'*--iil»aFa", fi"«--iA^si®', 

nnd wegen 

/7(i2il«-ö)--4(€^*-27Ä»); 

i^ir'^"« -//(^ - 3rt - - a7ir*). 

Die Invarianten Q- und if aber sind gegeben durch 

- 4^-4*^(^0 ~ - ai)*(«e - «sX^i - ^s)- 
« 

Für die Kovariaiiten endlich erhilt man die Bjnunetrischen 
Summen: 

letp. mit seclis und mit vier Qliedent, 
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Es möge noch did direkte Bestimmnng der Wurzeln A dir 

Ecsolvente 

in welche die allgemeine Gleichung Ax^ + ^Bx^ 4* ^Cx + D 
übergeht, wenn man 

Äx^zl^B, G^sAi und H-^'^Iq 

scbreibt, als Beispiei für die Autiüsung einer kubischen Gleichun? 
Fielt z fiii'lon. Man erhält sogleich nach dem If^ruheren der 
AxiU 17, 18 



A' = 
X 



4 a-a' h-^b'-^Q' 



nebst den Gleichungen 
aa^\a, 66' «ja*, a6' + a'6-4g, a6'-a'6-y7, 

6» + 6'*-s-2(^*+^» 6*-6'»-.D}/7--4Jffir, 

wo 

= - (| oder 4lF=|// 

geschrieben ist Damit ergeben sich die Werte: 

1 1 
folglich auch ^ ^ 



nebst 



1 



2{X - A")i - 1/3 UCil + IT)» - 1 , 
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Schreibt man dndlioli zur Begtimmnng des Vorzeichens von v 

SO wird 

- - - ö + 3 (- >(ir + >F}'" + jMf - H^)' ) . 

Im Folgenden wollen wir unter Xq in jedem Falle diejenige 
reelle Wnrsel verstehen , welche yon gleichem Vorseidieii mit JET 
ist Daß nur eine solche stets yorhsnden sein muß, ergeben die 
Belationen 

Xo + A^-fAj-o nnd £f = A^^A, = Ao(4Aj - ö). 
Durofa AuflQsimg der qnadimtisclien Oleichang 

folgt sogleich 

zk^^=^ — + v^, 2A, = -AQ-Vg. 

Ist nun (7' > 27fl* oder IF* < so soll, da reell oder 
yj > o ist, A| die mitUsr» der drei reeUen Wunelii beseiehnsn« 

Dann wird 

fllr ff > o, Aq > o > A^ > A, , 

für H<o, A^<o<A,<A,, 
mith*" haben ^ 

A, - Aj, = , Aq - Aj = vg nnd A0 — A, « - 
das Voneichen von H, Daraus folgt, daß 

positiv, also (Xq und jiig reell werden, wählend ftj ■» — 4»'qI'j 
negativ und ^ imaginär sein muß. 

Geht man su den Wnrzelqnadraten ftber, so folgt nicht alletn 

^2 ^ > ^i», 

sondern es gelten in jedem lUle die Ungleidnmgen 

(Ai + A,)^^A^>Ai>aJ, 
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flodaB aj dai mUO&re Wundqutidrpt itt Man kanB diese Un- 
gleiehnng TerroUsttiidigeiL und sobreiben: 

wie die Werte der qrnunetnaobea Produkte 

jfJC(?-3A*)>o, U{i2l'-G)<:o und JJi^l^ -G)^aS* 

ohne Schwierigkeit ergeben. 

Besteht aber die Ungleichung G' < 27//* oder > o, so 
hat man auch 

,{«e_3i;_i«-2-9ij-^ <o. 

Folglich ist Vg rein imaginär, fi^ reüll und die einzige reelle 
Wurzel, während und A,, Vj und v^, sowie (nj und fi{ kon- 
jugierte Werte haben. Audki eigibt sieb, da für 

und in diesem GrenziaUe die Werte 

A»-1G und X-H» 
mwiiimeDgehdreii, die doppelte Ungleiobung^): 

die für 6r<o durch if' >a2>o sa eraetien iai Das Produkt 
der beiden komplexen Wurteln gibt 

auch hat man 

^i5>9Aj>'3a Kwp. >o. 

28. 

Wir nntersnohen noek die BeaUtiltebedingiiiigen für die 
Wurxeln jf «• d?^ der UquadratiKheB Oleiobong fp o. 

I) In der Tat erbAlt man 

und für i» = üV.>lG, (4i»-efA)*<i/", 
sodaA iwiaeben \Q nnd H*/» das Qnadtat einer Wunel ±X^ liegen 
muß, far welche (4A*-Gi)*«Jff». 
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Ans dem Vorhergehendeii erhellt, da die drei Wiirzehi X der 

kuhischen Resolvente den drei möglicben Zerlegungen der biqua- 
dratisehen Funktion in Faktoren zweiten Grades entsprechen, daß 
die Heaiität einer Zerleguno: von der Realität der Großen kPQR 
abhängt. Nun ist die Realität von p^Q^Ji^ an die der zu- 
gehörigen Wurzein l geknüpft, dagegen muß, wenn anch die 
Radikale FQE reell sein soUen, die Ungleichung Ag>' Äk er- 

flUIt seÜL Dann ist nicht allein P— y^lj — Äl roell, Bondem 
nehen den Produkten PQ und JPB auch Q nnd J2L Folglich 
wird znglttch (C- 21)' > AE und £j > EX, sodaß diete drei 

Ungleichungen sich gegenseitig bedingen. Früher fanden wir 

PP'P"-|t^ Oder ^i^-4//(A--^^n 
und Ton diesen drei Faktoren muß mindeitens emer reell und 
poBitiT sein, wihrend das Gleiche nur Ton dem IVoMd der 
bnden tinrigen behauptet werden, kann. Ffir €f^ < 27 ff* nnd 

if| — Ak' und — AK" koüjugiert komplex, sodaß A^ — ylA>- o 
und die zugehörigen Werte von PQR reell werden. Von den 
Wurzeln der Funktion / sind alsdann zwei reell und zwei 
konjugiert komplex, wie sich sogleich aus der Ungleichung 

ergibt, da die reelicii uiid komplexen Wur^ieiii von und ^| 
sich durch das Vorzeichen von = — In unterscheiden. 

Minder einfach ist die Entscheidung über das Vorzeichen 
Ton - wtii für > 27ir% wenn alle drei Wnneln k reell 
nndy sodaB 

ftr AH>o Äi-ÄX^'<Äi^A^-AX^<iAi'-Äl^ 

oder P^ < ^ < P'ä < P"2, wahrend 

Ar AJS<:o P»> >P'«> P"«. 

Um den für die Vorseichen der P' gesuchten Bedingungen 
eine übersichtliche Form zu geben, gehen wir mit Clbbscu und 
NoBTHEE aus von der l^'onuel dos Art. 24: 

//(« - ^ + - ti* - afl'»* + aCi'* -sö^/^t' - i** - o. 

i) Das Kriterium fflr die Existenz von vier reellen oder vier kom- 
plexen Wurzeln kann nicht von den Invarianten allein (ohne Zuxi< hung 
der Kovnrianten) abhängen, weil eine lineare (nicht reelle) Trans- 
fomation, welche beide Wurzeln ineinander überführt, die Invarianten 
gleichwohl ongeändert läßt 
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W. fitem: 



Da 4im Glelobnag für imU» Werte von » and A nur reeOe 
Wunelii hattp eo ist nAch emem bekamiteii Safae Ton Dssoabm 
die Aiualil der poiHiyen Wnneltt gleidi der AnsaU der Zeiehea- 
weeheel m den Koeffirienten, also ist fiftr jeiie Wunel 1 

ff > kff wenn ^ > o und ^ - ^Q-f* — ^Ifh] > o, 

mit anderen Worten, wenn g > y^Gf^ > o. Andorenf&üs ii&i 

man nur ekim Zeicbenwecliflel, aleo emen poritiveD and iwei 
negative Werte ftr 9 » {P^ + 2Qx + 12)*. 

Da jPQi? gleidizeiüg entweder reette oder unaginlre Werte 

annehmen, während die Variable x refft sein soll, so reicht zur 
Unterscheidung der beiden Fälle aus, daß v iüi mi' a beUebigm 
Wert von x das einer Wurzel l uatsprechende Vor/.eichen erhalt, 
lUD dasselbe für alle Wort« von x zu behalten. Man kann folg- 
lich behaupten, daß, wenn die Ungleichungen 

a*>27H^ und ^>y5ö7*>o 

fttr dum Miebiffm reellen Wert von » erfOllt sind, alle drei 
Zerlegungen reell werden. Dies kann jedoeh offenbar 

nur statthaben, wenn die Wurzeln slmtlich reell sind, nnd 
umgekehrt Ss bleibt also scfaließlieh noob der Fall von iwei 
Paaren konjugierter Wnnseln d^, deren Emtena an das Sttttt- 
finden der Ungleichungen 

Ö»>27JI« nnd g<'hy^ap 

bei etnef' reellen Zerlegung geknüpft »ein muß. 

Wir werden bald sehen, daß den gefundenen üngieiobungeB 
noch wsohiedene andere Formen gegeben werden können Für 
jetit mag bemerkt werden, da6 die frtther fttr die Prodokte 

JJ{V'-F*)f JJiv-Q^) und JJ{v - aufgestellten Glei- 
chungen durch die Zetchmrechsel ihrer Koeffinenten gleioh&Us 
Bedingungen für die Bealitftt von P^iZ, also auch der Wunehi 
liefern. Es ergeben sich danach fttr G^* > 27 IT' vier reelle 
Wurzeln 

1) wenn ^ > o und Ai^ > B^, oder A^>"¥ Y^Ä^Q^ 

2) wenn Ci'h-}^&>o und ßi^>'Mi^y 

3) wenn >o und Di^>£i^, odw >4^ Y^E*G, 
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Anderenfalls hat f vier komplexe Wurzeln. Man sieht zu- 
gleich, daß die Formen i) und 3) den Werten a; = 00 und x^o 
entsprechen. 

BelouiDilich sind durch Stttrit allgemmne Kriterien Ar die 

Healität der Wurzeln algebraischer Gleichungen aufgestellt worden, 
aus denen hervorgeht, daß die Anzahl der koiyugierten Wurzel- 

m 

paare einer Fnoktioii fi^) mit reellen Koeföaenten IlbereijiBtimmt 
mit der AnzaU der ZMchenweehsel in der Reihe 











Determinanten 














' ' ' 








« * « 4| 






1 ^■ 


• • • Sqt^ ^ i 



ans den Potenzsummen der Wurzeln zu bilden sind. Wir wenden 
den Satz an auf die typische Gleichung 

und erhalten wegen 

«•*«e'*4t *i-o, %»I2^, ^«"Ä, »^«4(21^-6^/«): 

wAbrend nach Art. 6 

^4 - Uu - 256/-«(ö« - 27 //«). 
Man hat folglich die Zeichenwechsel in der Beihe 

I, 9, 2G9-\-ZHf und G'' - 27 

TU untersuchen. Vier reelle Wurzeln erfordern Uiuter positive 
Vorseichen, während fltar nur eti» Zeichenweehsel, 

mdglioh^) ist, also zwei Wurzeln reell werden. Fftr gwH Zeiehen- 

1) Die Identität 
(»• - 27B*>ih* - A9*> - + iiSf" G0{^Bf'^ 2 G0 
leigt^ dafi dm Zeichenwechiel unmöglich sind, deiui fBr ^ < o ist 

Ä«-4jP« = -/'«(ög+7//^>o, d. h. Og^Hf^o. 
l»t uuii 2Gg-¥lHf'>o, 80 wird ///>o, Gg<.o, mithin 
G>o und iHf-üg^o, also a*>2jH\ 
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weebsel enaficli fibariMigt maii aeh Imchi, daA a*>z'^H* 
bleibt, mitbm ensttemn mir kon^ltie Wuneliii sobald g nd 
2Qg + 3Hf niidit gleicfaieHig poötiT maA. 

Es ist aaih nicht schwer, direkt nachzuweisen, daß für 
g >• O die Ungleichung >^ f^f*G durch die andere 2Gg-r 3 /// > 0 
ersetzt werden dar! Demi darck Mnltiplikatioii mit Üolgt 
Ar a*>27S* 

4^0*>^\f*0^:>9f^S oder 2gG>^±^fB, 

lud ttxugekelut zeigt die Formel 

h^m.4^^f*ga^f*E oder 

daß mit 2gQ '\- ^fU auch 12^^ - ^^6^ positiv wird. Die beidM 
resp. Ungleichaag«! smd folglich iqnivalent. 

30. 

Um die Wurzeln der allgemeineren biquadratischen Funktion 

mit dem Differential 

zu finden, oder die Gleichung 

■f 4(D«p - D,)flp + (i?ir - - o 
aofknlösen, bilde mau die Hesolvcute 

4il-a»ii«-ir»«o, 

wo 

und fllr 

1) Nach Art. ai wird ^-^w^^d ^-ilfi") aeben ^-^iT- 
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Dttmit folgt 

Das Produkt der in den Summen S enthaltoDen Radikale moA 
(Br pocitiTe Werle tob t» du Vonaioli«n Ton — d. L 

Ton ^ beiitMn. Ffir o erigeben neb die Ait. 23 abgeleiteten 
Wnndn von fttr w l dagegen Ibllen Je swei Wmeln der 
biqnadratieeben Oleicbnng zasanunen, und man bekommt 

{Ai-ADx + ifii-BD^^t^yÄ^-^l oder P« + C = ±i;*, 

mit unseren früheren Resultaten überemstimmtnd. 

Bei dieser Gelegenheit sei noch bemerkt, daß fOr 6^^ » o 
die Gleiclning f'W^g tlbergekt in 

Die Wnneln dieMr Koyariaate aohten Grades, DimenBion 6, 6e- 
wicbt 8, werden folglich dnrdi Auflösung der Gleidiung 
f-w — g'^O erhalten, wenn man 

sitrt, wo wie frtther die Diakriminante ^ 0* — ge- 
schrieben ist. In analoger Weise ergeben sieb die Wuneln der 

KoTarianten 

Vergleicht man namentlich in den Ansdrflcken für /*, 
nnd igh] die Summen 

s K(A - ^Ax^G^ + A j/^ö + - , 

und 

sVcii.-^i)(i|;-ifi+i»-iö), 
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ao erkeiuit man logkidi, daft wenn für Ä^>'Al f vier fcclk 
Waneln bat, die Kowiaattti ^ Ifk] und Igh] für re^ Werte 
von X nicht Tefsehwinden, also ihr Yoneiehen nidit Terladen 
können. Denn da 

und 

80 folgt, daß für reelle Woiie der Wurzeln oder G'' > 27 H', 
die verschiedenen Faktoren von — Äl nicht sämtlich ponÜT 
sein können, also unter dem Wnnelseichen negative Glieds liefen 
müssen. 

Statt der Gleiolranif \^f*w-p'»0 mit den Wmela | 
kann man die allgemeinere Oleidiong mitersncüieii, deren Wxorwäa 

9 reelle Werte von x gleichzeitig mit { reell odor 

komplex sind. Man erhält sogleich 

fi»*-fY+if'y-if"'«»+ir-o 

oder 

f9* - 4t** + 6f„^« ^ 4f,„|j + f„ - o, 

woraus für 

die tjpisohe Gleichnng harrargeht: 

Die Wurzeln dieser Gleichung sind gegeben durch 

s - s v^- u - s ]/(fl^A/)(i»-i')(a^-r) - 1 «I s ]/^^(- 

Um umgekelirt TOn dem Ausdruck dieser Wurzeln zor U- 
quadratischen Gleichung fllr 5 zurflcksukehren, schreiben wir Ar 

und berechnen die Werte 
Da nun 
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so findet nuui kioht 

und hieratis ergibt die Eliminatioii von ß sogleich die oben auf- 
gesteilte Gleiobung fOr ^ » o. 

^ÜMf» ^idcr die Mmiemole ^erecftntn^ tmd dt0 

graphische EonstrMikm der Wurgdn hibisdier rnid bi^mdraiiither 

Gleichungen, 

Die nmnerische Beroohaiuig d«r «Mlkn Wumlii l der 
kübiMlwa Aeiolvento ^ 

liBt «ich diirch geeignete TWln erleichteni, wenn man rieli eines 
der OAuae^adien Auf lOsnngsmetliode dreigliedriger Gleiefanngea 
(Gavm' Werke Bd. 3, S. 85) analogen Verfahrens bedient. 

Wir fähren hierzu die sogenannte absolute Invariante 

^ ^ M* setzen Gl ■-= Uta , 

wodundi g 

wird. Für « > I hat man, om alle reellen Werte von a zu 
umfaiwen , ^ ^ 

zu setzen. Damit folgt 

lodaft «nnd A glmlM TonaidMB ailiaUan, irthimd fBr m^<— i 

sowohl wenn -J < a; <: 00, als wenn | > a: >• i, alle positiven 
Werte > 27 durchläuft. Entnimmt man den Tafeln der sogenannten 
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AdditioDs- und Snbtnktionsloganthiiieii vom Argoment («Igs 
die Wert« toa 

80 nud m berechneii: 

IgÄj = 0.60206 - 3$ - 1? , IgÄ, - 0.60206 + 2| ~ 1^, 

lg(- 0.60206 -3$ + i|t IgA« 0.60206 + 2{ + 19. 

Anf drei Dezimalen erhält man mit leichter Mühe fiir di^ 
Logarithmen der Invariante + Sl zum Argument J = lg (+ ») die 
Werte der nachstehenden Tabelle: 



OB 


0 


I 


2 


3 , 4 


5 6 1 7 


8 




Ä> 0 


8. 


4.598 


4.897I5.195 


5.4935.791 


6.o89j6.385!6.68i 6.975 ^7.269 


7.561 


9- 
0. 


7.561 

0.301 


7.851 


8.138 


8.423 


8.705 


8.983 


9-257 


9.5269.790 


0.048 


0.301 


0.548 


0.790 


1.026 


1.257 


1.483 


1.705 


I.923'2.i38 


2.351 


3.561 


t. 


a.561 


3.769 


2.975 


3.181 


3.385 


3.5«9 


3.791 


3.993,4.195 


4.397 


4.598 


— w 














f 

1 






A <:o 


8. 


4.606 


4.908 


5 209:5.511 


5-813 


6.116 


6.420 


6.724 


7.030 


7.338 


7.648 


9. 


7.648 


7.960 


8.277*8.599 


8.928 


9.267 


9.623 


0.004 


0.435 


0.989 


oo 


97 


0.004 


0.044 


0.085 


0.127 


0.168 


0.21 1 


0.254 


0.298 


0.343 


0.388 


0.435 


9.« 


0.435 


0.4«3 


0.531 


0.582 


0.633 


0.687 


0.742 


0.799 


0.859 


0.933 


0.9»9 


9-9 


0.989 


1.060 


1.136 


1.219 


1.311 


1.416 


1.538 


1.688 


1.889 


2.215 


00 


— • 














1 








00 


00 


3.165 


1.989 


1.838 


•738 


1.666 


1.611 


1.569 


1.536 


1.510 




O.I 


1.489 


1.472 


1.459 


1.449 


1.442 


1-437 


1.433 


1.432 


1.43» 


I 433 


I-43S 


0.2 


I 435 


1.438 


1-443 


1.448 


1-454 


1 .461 


1.468 


1.47- !..?85 


I 494 


1-04 


0. 


00 


1.489 


1.435 


1-504 


1.623 
3.420 


1.767 


1.928 


2.099 


2.277 


2.460 


2.648 


I. 


2.648 


2.838 


3.030I3.224 


3,616,3.813 


4.0 II 


4.209 


4.408 


4.606 



Ale Beiq^el wilhlen wir emen Fall dreier reeller Warxeln 
und setsen 

6^-28, ir-24, A-^-38.1. 
Dann gibt die Tafel zu lg A 1.581 : 

lg» -0.544, Igo' -> 0.067 Igfli'^ — a368ii. 
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Bd der IntvpQlatMn iwiaehan 04 und a3 hat man mit EftdEiieht 
auf den geringen ümfang der Tafel in der Nabe von 1.623 
ni^t eine der Naohbardifferenzen 119 oder 144, sondern deren 

arithmetiäciies Littel 131 zu beuutzeu. lu der Tat wii'd wegen 

ICttaUt 

A-^gw, lg^ = lg| = 9-933 

eriiJUt man nunmebr: 

lgX-»0477, IgA'» 0.000 «I, IgX"« 0.301 n, 

oder 

Da jede kubische Gleichung auf die Form 4A'=-GrA + if 
gebracht v, erden kann, so läßt sich die vorstehende Tabelle all- 
gemein zur Aufhndung der reellen Wurzeln kubischer Gleichungen 
benutzen. Die biquadraüschen Gleichungen mit den Inyarianten 
O und H aber sind mit lülfe von k auf quadratische Gleichungen 
reduziert worden. 

32. 

^elleiebt ist hier der Ort, an die berühmte Konstmlrtion 

des Descartes*) für die Wurzeln kubischer und biquadratischer 
Gleichungen mittelst einer gegebmm Parabd zu erinnern, welche 



ij Geometrie, p. 389; Or quand on est assure que le Probleme prO' 
pose fst solide, soit que l'equation par laquelle on le cherche monte au 
quarre de quarre, soit qu'elle ne monte que ju.squcs au cube, on pcnt 
i'jujours fv irouver la racinc par l'um des trois scctions coniques, la- 
quelle quc er 50fY OH mnne par quclque pmtie d^ J'vn^ d'elles, tant 
petite qu' eile puiBne eirc; en ve $e servatit au rcste que r// Jiqnes droitcs, et 
de cercUs. [Discours de la Methode pour bien condutre sa raison et 
cherchtr la vertte dans les sciencrf^, plus la Dioptrique , Ics Meteores et 
la G'ometrie, qui sont dt^s emits de cette Methode. Lnjd'\ 1637.] 
Die Anwendung der K( g( l-( hnitte zur Lösung solcher Probleme war 
öchon ,Vxchimedes (Eutokiu-^ und den arabischen Mathematikern 
bekannt. Vergl. dan Kapitel ^^Kon.'^tmktton der kubit>che)i GUiehungen** 
in Hankbls Geschichte dtr Maüienuitik, S. 274—280. Unter den neueren 
iiearbeitem der Auigabe i^^t vor aUen CiiASLfcä zu nennen. (Construc- 
tion des racin^s des dquations du troisieme et du quatrUme degri, Liou- 
vilie Journal T. XX, p. 329;. 

25 * 
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▼on NawTOH in AriOimttica m iot nßMi ^) weiter «ntirkhett 
worden uL 

Die Fumbel I^^P» mit dem Panmeflerf 

und der Kreis — lax 2hy mit dem Halbmesser 



heben aaBer dem Koordiiiateinifsiizuiig die Pnnkte 

gemein, deren Ordinaten die kubische Gleichung 

erfttllen. Betet man deher y — 2j>l, eo wiid 
woraofl 

als Mittelpimktskoordinaten des durch den Scheitel der Parabel 

gezogenen Kreises folgen, während die Wurzeln ^ ~ ^ durch 

die Ordinaten der flbrigen 8ebnitl|>imkte beider Knrren be* 
stimmen. 'Wie man snr gegebenen Parabel Achse nnd Perameler 

findet, braucht hier nicht erörtert zu werden; dagegen fragt sich, 
wie für (r'<27i/* die beiden konjugierten Wurzeln zu kon- 
struieren sind. Dieselben ergeben sich als Wurzeln dar qaadrs- 
tischen Gleichung 



oder für 



In analoger Weise konstrdert man die Winseln der biqna- 

dratischen Gleichung fa? «• o mittelst der Ordinaten der Durdi- 
schnittspnnkio der Parabel ^^^^jja; und des Kreises («— <l)*+(§f— tj'—Ä*. 
Die Elimination von x ergibt| 

Vergleiofai man damit die Art 24 entwioMte GHeiehmg 
t) im Jgpmäi» de ÄeguaHotmm Conttruetume Unemri, 
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SO exililt mAn fttr 



BelbfltrerrtinjQloh und Icime reeUtti Wnnelii Torhaiideii, wnm 

dsr reelle Kreis die Parabel nicht schneidet, sowie wenn für 

Jij Ak und A^<.Äk' <: Äk" die Ungleichung Jl ^' <:A^-\- -J- < Al" 
«rföllt ist, denn in diesem Falle wird der Halbmesser h imagin&r. 

Die beid0D kompkiiii Wuielii amd Ar fif*< zjH^ laiclii 
sn komtnuerai, nachdem dis XMÜltii Wnnelii 

geftmdexi woid«ii nnd. Denn da fOr 

80 ergibt sich 

Bei «j«r kompleien Wurzeln dagegen sind zwei koigngierto 
Pure y wBqtß* und f|e*^' la beituDmen. Die Identitit 

— (y'* - 2y'^ cos 9 + - 2/^ cos + ^J) 
liefert die Koeffisientengleiöhimgen 

^ OOS 9> + ^1 cos 9^ » o, 
^' + ri + 4^^coBveoe^- - 6 J^y, 

(^1 cos 9) + ^ cos 9j) — 2 i^*, 

EUmsinert man die Winkel ^ und ^ und eetrt 
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364 W. 

so ge))t kubische Besokenfee ^Gl + M herror, wekke 
wie ob«i fOr IT » 2pl durch 

koostniitii werdfin kaiuL Dson wird wBgtti 

^* + 2 + -dil>)l>f ' + U*^ - 3^1»* « o, 

und fttr 

Pls versteht sich, daß derjenige Wort der Ordinate y genommen 
werden muß, fnr welchen die bei einer reellen Zerlegung not- 
wendige und amreichende Bedingong erffiilt ist: 

A^>ÄX od«r 2A^p>'Ap^ 

denn nur dann wird 

q'hÄ^p'hÄp<o und f^>+J»*«©' 



ID. Aiw«idugeft Mf die IraBsfem*Ü«B elliftiMker 

33- 

Im 12. Bande der Abhandlungen der bächs. Gesellschaft dr-r 
Wissenschaften S. 62 (math. phys. Klasse), sowie im 34. Bande 
der Mathematischen Annalen S. 529 findet sich der Satt ent- 
wiokett, daß fttr 

fx - Äai^ + 4^«* ... - 55 und fy = + 4©/ • • - - 

die traoBSzendente Gleichung 



n 



Jt^J 

durch die algebraische Belation 

ersetzt werden kann, falls fx und die nämlichen Invanäiiiea 

G-(S( und ir-*^ 
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VeflÜM. Hiv ist wie bishtfr | — gwebrielMii, m» 

wfihrend A eine Wnnel der Besolveiite 4^* »Ol-^H dantellt 

Wir schreiben itmer 

wodnroh 
feiner 

X}-^id4+2^jde^ + C| und uitlog JtfJ und 
dann wird 

Da somit X Ton der Wurzel k unabhängig ist, so erhält 
man das Produkt 

und ebenso 

während durch Elimination des Hadikais 4*^1 die in Bezug auf X 
und x^x^ quadratische Gleichung henroigeht: 

oder 

In dieeen Ansdriloken dOrte x und ^ Tertaiueht werden, wobei X 
ungelnderfe bkibt 

Nnn ist sot Euusn bekaonti daß, wenn 

2 2 
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eine in Bezii^ auf x und y quadratische Gleichung darstallti die 
Diäereatiallbrmel 

in die Gleichung mit getrennten Varinbeln llheigeht: 
oder Ar 

/'-J'i-JPÄ-U und f-äl-iät-iai»: 

dx dy 
I «1 

Hier besitzen die biqua di atischen Funktionen f tmd f glächt Inr 
variantm^ die Radikale § und sollen als positiv vorausgesetjt 
werden, und f bedouiet die positive» oder negative Einheit, j« 
nachdem x und y sich in gleichem oder entgegengesetztem Sinai 
Inden. Man hat daher auch 

und schließt, daß für reelle Werte TOn x und |r, £ und reell 
sind, während Ar reelle Werte Ton « und % aneh y, nnd Or 
reelle Werte Ton jr nnd anöh x reell wird. Also mllMn 
solfliie reelle Werte von welch« { imaginir BEiaehen, kom- 
pkxan Werten von jf nnd reelle Werte TOn jf, welche i} imaguiir 
machen, komplexen Werten Ton X enttpreohen. 



34* 

Die Gleichung F(«|r)»0 liafort ni^eich die «cMliljl» 
Integralgleichung der an%eetellten DiffarentialgLeicIning, di lii 

im Allgemeinen von at^i Eonstanten abhängt, w&hrend 

DifiFerentialformel, wegen der GUichheit der Invarianten von l 
und t/, nur sieben unabhängige KoDStantön enthält. In Art. 8 
und 9 der zitierten Abhandlung ist gezeigt, wie die Konstanten 
der Tntegralformel durch die der Differentialgleichung — m Ver- 
bindung mit x^tf^i^^^ — rational ausgedrückt werden. Schmbt 
man nun 
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eiii&lt man nach einigen Reduktionen^), wegen 

dx* dX* dX* 

U ^X*-GX-H SM' 

dx _~ dm dX 

D« Z für über alle Grenzen wftdisti so wird 

/'dx . rdX 

wo das Ycmdohai von ds — os^ bb nefameiii üi 

SelbftYerst&ndlich erhält man ebenso 

Hmtmu folgt, da0 die slgebniscfae Olnehimg Z » F mit dm 
Konstonten «i^y^ die Differentialglwcihimg (-|-) « (-^) oder 
f'^^'^ vollstftndig integriert» wenn t da« For^c^ von 
(jx — x^(^ — bedeutet. Zugleicii sieht man, daß für 

die Gleiehimg 

Z->r doreh 
enetrt werden buin.^ 



t)mittehrti g^U^ff,,, i^9,^fJn-fU, 

\Of»if,g,''f„g-fg„, 
^iGg + iüf)^gg„-g,g,, 

Bei der Integretion der KifemitWglei^ 

treten die (Trößen und die Steile einer lntrprratiorj'^kon?tantea 
und können durch swei andere x'y' ersetzt werden, weiche dergestalt 
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m w. 

Die AnflflfDBg te quidimtiaohm GkidwiBg flkr X s-m^ 
liefert 

wo = 4X* - GX — Hy und dieser Ausdruck wird üm^iscA för 
Bildet man in denelbeii Weise die Fnnktioii r^^ij — , so 



fblgt moht allem ir* ftr Z — aondeni es wird andi 

Vertauscht man daher in dem obigen Ausdruck von x — 
X mit y und mit cT, so eiigibt sich die Gleichnng 

nebst 

als die AMMiMi, dwoh welche J^y in e/^^ llbeigdit Vm- 

gekehlt hat mau natOrlicli auch 



einander enWpzeohen, daß J*'^* anderen Worten, dftfi 

*• ff» 

für x = x' y«y' werde. In der Gleichnng 9^^$% oder X^7 werden 
für a-^^o, y-^i/o Leide Seiten unendlich, wenigstens solange wir d!« 

positiven Vorzeichen der Radikale 1 1, |, in X und ßJ voraussetzen. 
Für die Ableitung der quadratischen Gleichung zwischen Xuadx—x^ 
sind die Vorzeichen swar gleichgültig, aber für die Werte 

X^L^^M^±N^-M^ oder o = + liülJi« 
wird wenn ««b«^: 
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(X»- iC?)(y-jf,)'- (SyJ + 2SRy,+ »X- (S, + 2%y„ + %). 



Die entwickelten GleickuBgen enthalten in verschiedenen 
Formen die allgemeinste algebraische Transformatioii elliptischer 
Differentiale mit gleiohen Invariaiiten. 



sind offenbar vollkommen gleichberechtigt Vielleicht ist die Be- 
merkoLBg nicht fiberflüssig, daß, wenn die gewAhlte Wur7el der 
kabiaohen Hesolyente auf eine koropleie Zerlegung { = führt, 
dennoch das Aggregat ti^ + ^g reell bleibt, weil £| nnd || 
koiQVgwrte Werte haben. Aach ist dasselbe tbt x^^x^ positlT 
und kann nur gleidiaeitig mit ih^ + ^t^ dnreb Nnll bmdnreh* 
gehen. Es braucht selbst der Faä sieht ansgescUossen sn werden, 
in wddhem nnd komplexe Werte amiehmen^ nnr müssen 
diese für nnseren Zweck so bestimmt werden, daB die SabsHtntion 
redle Werte von x nnd jf liefere. Denn dann kOmien 



in der Intsgralgleichung / -r- ^ ^ l ^' und y' irgend 



zwei reeUe znsammengehfhrige Werte von x und y gesetzt werden. 
Da jede Oleudrang zwischen komplexen Größen in zwei zerfUlt, 
so mnß eine Bedingung hinxatreten, damit ans der Gleichheit 
der reellen und der imaginSren Teile die nftmlicfae reelle Sub- 
stitation herrorgebe. Wir werden auf diesen Punkt noch zurück- 
sid[onuDen haben. 

Die allgemeinen Transformationsformeln lassen sich zur 
Reduktion des elliptischen Differentials namentlioh auf Tersdnedene 
kanonische Formen anwenden. Durch Spezialisierungen treten 
wesentliche Vereinfachungen ein, wie wenn z. B. t!^ resp. if ver- 
schwinden, oder wenn resp. f/o Null oder unendlich werden. Für 
|0 = o wird eine Wiir7el dpr biquadratischen Gleicbtmp /* = o, 
und wenn diese Wurzel komplex ist, so wird im Allgemeinen 



als Wurzel der quadratischen Gleichung 




35. 



Die den drei Wurzeln l entsprechenden Gleichungen 
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W. Sanum: 



auch jf komplex sein mfLsscn Es fragt sieh dann, wie lHiiaW 
itimmen ist, damit die Sul siitutioii in Bezug auf die nuaininah 
gefaArigm Werte der Vambeln x «ad f reell bleibe. 

Bezeichnet man durch x, und y, die konjugierten Werte 

TOn Zf^ und y^^ so hat man füx = o gleickzbitig 

Die Mnltiplikatioii ergibt wegen {id ^tCa? — «i^X^ — %) 

Mau findet aber durch eine leichte Rechnung 



FolgUeh erftUien die ko^jiigierton Werte Ton jf^ and yj die £e- 



»i*(y - yo)(y - yi) - + ^z?) + i?f »/l) 

Wegen der BationaliUt der linkea Seite erfordert dieee Gleidraag^ 
dafi rilril + rilril Tetachwinde, and diee iet, wie leiolit la idien, 

nnr möglich, wenn ViVt^^^'^ ~ 1^1)1 ^ ^* ^'^'^ 9i 
konjugierte Waneln yon ij — o änd. IMeeer FUl wird Bpiter 
betrachtet werden* 

Zanächtt folgt fOr - o 

und damit 

In diesem Falle kann man leicht die Variable x mittelst der 
Argumente der koordinierten Thetafunktionen ^{{ug) auedrOcken, 
wo u das eUiptieohe Integral 

jr 



J i J yei' 60t'9-(-M*ain'^ 



und J(f das arithmetisch-geometrische Mittel zwischen m und n, 
Jf' dagegen das Mittel zwischen m und n » >/in* — bezeichnet 
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Dtti Yonduifleii in Bd. 34 der MaOkem. Mmalm 8. 140/1 
enispreoliend eiliilt man Ar G^>27B^^ wenn 4, >Ag die 
Wnneln der kubiedien Besolvente sind: 



0 

Weiter ergibt sich 2/-,'>^»(u, 9) 

wenn für A = ilj die größte Wurzel genommen wird, also 2mn. 
FOr l'^lf geht fidju über in ann^w, fOr A. — il, endüoh in 
imn'^Uf wShrend 

Für (7* < 27 J7' dagegen ist nnr ^WnnelA-^jr^C^-^ 
reell und wegen = i2Jl'~ 6r hat man an setzen: 

m-jf^-VF?, «-Jfd^-yjHTäX, »'-Jf*J->^ir 

Damit ioigt 

ndlbin gehen jetit die Ausdrücke herfor: 

^ " (2i - o*« ti, ii/? + ' **firH» 

Zur ntunehschen Berechnung der Argumente g und u kann 
man sieh bekanntlich yerschiedener Methoden bedienen, welche 
neb zumeist auf die Transfonnation dea GAuaa'achen aciUimetieeb- 
gemetriachen Mittels gründen. Sei 

^^«1^^ lii-ywn, «S-''^-^» n, - usw. , 



so äeUe man 
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Dann wird für das Argument das Modols: 
nabst 

ig*,-ia-^-^-^..o. 

Da femer fOr 9> + ^ — j i 

wtg2^ = fitg*^, «»itg-^i -#*itg«^, usw. 

0 r **''*^*9'"^ '***^**9' Q y wj sin* g> + «J CO«* 



— — . • • « lim J t/; , 

^ y»il8iii'9 + ii|cos*9 j^-t"'^!'» 

so ist dadurch auch das Argument der Amplitude bestimmt. -j 

36. 

Wir wenden uns jetzt zur Betnditang des Falles» b 
welchem g und gleidtßeU^ vendiwinden, also /^e^ -* f o 
ist Alsdann wird die Subetitation X'^T zugleich raüonal und 
linear^ und man erfaAlt das folgende Formelflystem: 

oder 

«-0?, y-yo' (y-y«)'* 



I) 8. 135 meiner Abhandlung jmt SMttim t^KflMer JMeyrak 
irt Z. 8 o. cot9 statt tg tp xtt lesen» 
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Die Tontehendeii Formeln erfabren eine weitere Verein* 
fachung, wenn Tonehwindet oder unendlich wird, mit anderen 
Worten, iBr <S">o oder X"-o. Da beide FftUe «ueinander 

hervorgehen, wenn man ~ statt g setzt und % und $8 mit (S 

and ^ vertauscht, so beschränken wir uns hier aut die Trans- 
formation 

vdA bemerken, dafi mr d^Mm Ableitung ans den allgemeinen 
Foimeln der finearen BnbetitntLOn, fOr f[ « o, |fo * oo 

fy - (i - l) :4»r' + öd^ + 4% + «) 
m setMU ist Ifan erhält: 



5C - - 2 
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W. Schubsse: 



37. 

Da jettt { imd ^ gltiolizflitig Tencliwmdni, so mtbHMi ä» 
almtlielieii Wnraeln too f und f ttntnder rageordnei^ und tote 

die lineare Snbstdtation als redt vorausgesM werd» 80II, glcklh 

zeitig rtüii oder komplex sein. Aus der Gleichheit der Invarianten 
folgt, daß für G* <. 2y IP | und rj ein reelles und ein kompicits 
Wurzelpaar besitzen, während für > unentschieden 
bleibt, oh zwei reeiie oder zwei komplexe Wnrzelpaare statt- 
finden. Kim' lineare Substitution, welche vier reelle Wurzeln m 
zwei konjugierte Paare überführt, oder umgekehrt, kann jedoch 
trotz der ünveränderlichkeit der Invarianten nicht reell sein, so- 
daß der Fall, wo | vier reelle und 97 vier komplexe Woneln 
bedUt, oder umgekehrt, hier ftOBzuaehließen ist, 

SinA lineare SnbetitatioB der Form 
laßt die InTarianten nngeindert Setzt man 

wo 

IT - A{c + ax^{c + ax^){c + ax^){c + aar^), 
so aind Aeben ad^hc^-^i die ner Gleichungen 

ax^y^ + d«, + cy^ + 4 « o 
zu erfüllen, folglich muß die Determinante 

venekwindeii. Diese Bedingung liefert 
oder 

^Q-^t x^-x^^ Vq - Vi V, — yg 

mit anderen Worten, das DoppelTerhältnia der vier Wurzeln bleibt 
iafolga linesw Traasfonnation inwiant (ygL Art 3}. Wenn 
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yo^i nebst y^y^ konjugiflcto Werte babeo, so isfe cBese Oklehung 
reeU, ebenso wie % und die flbrigea Kosfllaenten 
allerdings ahed niobt reell sein kOnnen, weil die Hnem Sub- 
stitution reelle Wurzeln in komplexe verwandelt bat. 

Anders verhält es sieb, wenn allein ^ + 
|ft| jTq ~ g^i komplex siiuL Dum xerlUlt die Qleichqng J^O 
m twei, niinlicb 

ÄÄ-(l%+n)«e + «S + ^-o (0 

(a% - «s • ^ - ^ + <J»^e - «s ' % - ^) " - "X ®' 

FolgHch müssen jetzt die Invarianten H ^ ^ verschwinden und 
anBerdem die Gleichung (i) erfüllt s^in. Dadurch wird aber der 
Wert von % rem imaginär^ d. h. die Oleicliung G = & kann nur 
stattfinden, wenn die Koeffizienten in rein imaginäre Werte 
haben. LftBt man den Faktor i fort, so erhalten G und & ent- 
gegengesetsteVorseichen, mithin aach Q^— zyB* und (&^—2y^\ 
wodurch der sebeinbere Widerspruch gehoben wird, der darin 
Hegt, daB eine lineare Bnbstitiition, durch welche ein reelles und 
mn Icoigugiertes Wunelpaar in vier reelle Wurseln, oder in swei 
konjugierte Paare verwandelt werden, die Invarianten nicht indem 
soll, während die Ungleichung > 27 fl^* in ®* < 27$' ftbergeht*) 

Setxt man 

60 ändert sich die betrachtete lineare Substitution nicht, wenn 
i) Als Beispiel diene 

^-i» «i-*. «^-3f yi-»» iff-4+5*. y»-4-5» 

II = ^ A(i^»* - 4 • 25«* + • SO«* — 4 • 95« + ««8)» 

i3»] = i®Üy*-4 • i6y= + 6 .8oy«-4 -484y-t-i5i7), 

G^^A\ Ä-o, 9 (ftO«, «-0, 

folglieh 

» or « 6 — 9» . II 4- 26 t 

V340 V340 

, ^ — f6-fi9» , -1-361 

M»th.-ph;». Il1«m6 1»0S. 26 
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man in den Fonn«ln dw Art 36 ^ und Pq mit und nr 
tauseilt Ea geht dies tsoM der Relation 

des Art 33 hervor, Tenndge deren 

wild. Dureb Verbindung mit der früheren Gleichung erhlLlt maa 
die symmetrische Formel 

«-a?» ijj «^«i Iii 

Wenn hier XqX^ und ^^^/j konjugierte Wvnelpaare sind, so inant 

diese Formel die Gestalt an P -i- Qi = P — Qi oder Q = o. 

Ans der gefondenen Oleichiing lassen sich die Badikale cot- 
femen, wenn man die BeUüon 

benutzL Damit wird 

y-y p ^ A . JUi . y-yi _ i» , . y-yi 

sodaß man nach Belieben sdireiben kann: 

y -yo T/ ^i-gp T 2m,Xg-f-w, ^ y-y, T/ Ziaj + 2 twT^i -t-n^ 

y-yo ^ A . I,ar*4- 2>n,irt-f n, y-y^ 
«-«g It tiyi + 3nisyi+i>i 

y-yi ^ ^ ^«g+a«'»ta^+«t y-y> 

oder mit Hille der Wurzeln x^x^ und y^yj: 

y-y> l /^-*tav^ , y~yi r/ fl^-a^'V-aj 
as-fl^ r y»-yi-y»-yt «-^ Y jh-yw-ißi-n' 

y-y^ A x^-a^ Xi^»t y-y, 

«-«^ «yt-yt-yi-yt '«-«I* 

y-y i ^ ^ . x^-x^ x^-x^ y-y» , 
« - yo-yt Vo-y»' 

FOr J. o, 00 hat man Ax/^ » — 4^ zn setaen, weil 
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Übrigens ist imnm fsstsohalteii, daS das Enisiireebeii der Wtmehi 
^0^0 ™^ ^^1^ ^® Gleiofamig mjHi, — ntiiitj (7 — 9 der 
Arti. 21 und 33 bedingt ist, damit die Zerlegung Ton ^ = l^lg 
und 1} = T/j?;^ auf der nimlicben Wurzel l der kubischen Besol- 
Tente beruhe. Die Formeln des Art. 36 besitzen dagegen den 
Vorzug, daß mau neben j-^^^ die zugeoi-dueleu W ui-zeln und 
nicht zu kennen braucht. 

Die vuräteLendeu Gleichungen gelten nicht bloß für reelle 
Werte von sondern auch dann, wenn x^Xj^ und y^t/^ gleidi- 

eeitig konjugierte Wurzelpaare bedeuten; also mit anderen Worten, 
wenn die Determinanten m\ — l^f^ und — I^tti you gleichem 
Yarzeiehen sind. Nun ist aber 

oder 

sodafi, was yom ersten Worzelpaare gilt, bei dem zweiten ron 
selbst «rfUlt ist Sollten aber die Warsehi von t sBintlieh reell, 
▼on 47 Amtlieh komplez sein, so wQrde, wie schon hervorgehoben 
wurde, unser Verfahren keine reelle Substitution liefern. 

Die hier entwickelten Fonnefai fOr die Theorie der linearen 
Snbstitotionen bei der Transformation elliptischer Differentiale 
empfehlen sich durch Einfachheit und Durchsichtigkeit. Die 
rcMunmim Transformationen gmeHtm Grades fOhren notwendiger^ 
weise auf v€T»^iitäm$ Jnyarianten. 



39. 

7A\m Schlüsse betrachten wir noch die bubstitationen dritten 
und vierten Grades 

und 

"'"'/ = ii^5 5 ^a;< + 4-B«' + 6C«' + 4X>* + -fc' ' 

welche HmiraB zuerst untersncht hat^) 

i) CreUes Journal Bd. 52, S. ö mid Bd. 00, S. 304. 

86* 
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Vermögd der arstoran gehen die Korfthantea f g xesp, fikt it 

/•(»; - / - 4/, + o/„ (^)* - 4/-„(^)' + /•„(^)* 

mithm + Hj in 

Da mm dnxeh BÜmntiatioii erhalteiL md: 

dw Bg 

90 folgt 

die 

-3£ 



also wenn / für x = verschwindet: 



/ dg 



dx ^ r dx 



I bedeutet das Vorzeichen yon -S « i y- 

Die umgekehrte Substitution ergibt sich durch Auflösuog 
der kubischen Gleichung 

deren Invariaute durch 

gegeben ist, während nach dem Früheren J - U^G + ÄH) 
wird. Schreibt man nun 

BO hat BUA 
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«I - 3 { A»* + (BC- + (O« - BD) I , 

+ (3 ^BC+ 2 JB»D - 3 JBC"-« 2 J5)« + 3 (B (72) - 2 C*) } , 
wttxMid als zugehörige Inwiante erlialten wird: 

3 - - - 27©«) - 4Utt. + B)'J„. 

Da DHU 

oder 

8o folgt nur Beetmmnuig tob « die Qkichung 

1 X 

nhti man dsgegen die neue TariaUe 

ein, 80 gät aicbt allem die l^ozmel 

eondeni m wird auch 

nelut 

/d« X /* dw 1 /*dip 

Hier verschwindet s ^ ^Tq, imd £ bedeutet das Vorzeichen 
der Differenz x — Xq, wenn w als positiv wachsend vorausge- 
setzt wird. 

Die Formeln der umgekehrten Substitation sisd bereite 
Art 30 entwickelt worden, wonach 

wenn das Produkt der in 8 enthaltenen Radikali» das VorzeiGhen 
Ton % htaitit MHtelsfc der Gleiehong 

dx 

• dto 
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«ndlioli leitet man den Wert ab: 



.1- Ämm -i/I^^^rÄl 



Man sieht, dafi hier nnd { in«M auf rolibfiak 
w and o abhftngen. In der Tat wbXXt man anfolge des Art 36 
hei Einflihrang einer Variablen y, für wektbe 

f 



/•<ia: /»dir 



neben 



£•3 -f3f^ 
2y-i 



0 > 



2y*-|gy*-iQiry»-f G'y'-^ gtfy-f ^g»-^' 



oder 



4y'-<?y--ff 

10 



_ (y»+|^*+agy 

" 4y"-Gy-j5r 

Letztere SubsütatUmen dienen sur Halbierung xesp. Veidoppehiag 
de« Integnüs ^ . 

WO nach Wsubsibam 

»-S?(tt) 

die möglich binfachste doppeltpenodische iunlttion bezeichnet 
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Die komplexen BewegaBgen. 

Von 
B. TOir WlBBR. 

Die komplexen Bewegungen dm drtidimeoBioiialdii enUidiadm 
Baiunes flpiel«ii bekanaÜioh in manehen geomefariBcben Fngn, 
besonders des Lnncheii Ideuikreifles, eine fiiiidameiiitle BoUc^ 
soheinen al>er gleiehwoblf sonel mir bekumt geworden ist, bidur 
lut nur ibrer aaalytMdien, nicbt aber ibrer goomeftriedMii Be- 
deutung nuch gewürdigt worden sn mui. In der forliegenden Mit- 
teünng yersacben wir daber eine reeU-geometrieebe Ihteipnitatioa 
der genannten Raomtransformationen m entwickeln, nnd iwar 
auf Onrnd der beiden naheliegenden Bemerkungen, daß erstens 
jede komplexe Bewegung die vierfach unendlich vielen Mmiiual- 
ebenen dos Raumes unter sich vertauscht, und zweitens diese 
Ebenen den cio* orientierten rjeraden, d. h, also, nach Ht^rni 
StüDYS Ausdruck, den Speeren des RaumF; umkehrbar {lud-jurig 
zugeordnet werden können. Wir betrachten cUsQ üie kompUsun 
üewtff'fng' n a/> Sperrtransformationm des 

Zu diesem Zwecke untersuchen wir in § i zunächst, welche 
reellen Banmgebilde in der Geometrie der Speere den komplexen 
Punkten nnd Geraden des entsprechen. Das Prinzip dieser 
Abbildung ist natürlich keineswegs nen; es stebt Tielmehr mit 
der bekannten Ton M. Obasles nnd E. LAamna stndiertos 
Beprftsentation der Punkte des dnzch orientierte Kreise, eowie 
mit zablreidien neueren üntersocbungon, yon denen wir aoBer 
den weiter unten sn nennenden Arbeiten E. Studtb nur noch 
G. Tarrts^) Lnagin&rtheorie benrorbeben wollen, in der allerengsten 
Beziehung. Dagegen dtlrfte die hier durchgeführte prinzipielle 
Verwertung der Speere, insbesondere auch zu konstruktiven Zwedmi, 
in manchen Punkten über Bekanntos hinausgehen. Der folgende 

t) Aseoc Ft. 0, B. Stece XVHI— XSH ((889—93). 
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§ a, in dem wir die durah «Ine kompleze Bewegung dafinierte 
Speertnoufonnation des nftbern untersuolieD, banddlt nur toh den 
Bewegungen im engern Sinne, w&hrend die Umlegungen nnd jene 
dmroh G. Jübls nnd 0. Sbobbs Arbeiten wichtig gewordenen üm- 
formnngen des Banmes, die man als n^eigenfUdie'* oder «Anti- 
Bewegnngen'* beseiohnen kftnnte, einer hesonderen Abhandlung 
Torbdialten hU&ben. Im dritten 8 endlich beantworten wir die 
fiindamentale Frage nach der reellen geometrischen Deutung der 
Invarianten, die das Speerquadrupel gegenüber der Gruppe I\j 
aller komplexen Bewegungen autVeist. 

Es bedarf wohl kaum des besondem Hinweises, daß die hier 
behandelten Probleme alle in der Geometrie der kompl'^xen nicht- 
eukiulischen BewegnriL^cn ihr Anaiorron finden und ihre Lösungen 
erst dort von der Asymmetrie betreit erscheinen, die der euklidischen 
Betrachtung notwen lig anhaftet. Aus dieser Bemerkuc^: » rgibt 
sich von selbst auch der innige Zusarnmenliang der vorliegenden 
üntersucbnngen mit Herrn Ötudys neueren Arbeiten^), worin die 
Gruppe der komplexen nicbt-eukUdiscben Bewegungen wiederholt 
unteiancht, und auch auf den hier behandelten Qrenzfall hin- 
gewiesen wird. 

§ 1. Komplexe Tankte und Gerade. 

I. ünter einem „Speer^* Terstehen wir (nach Stxtdy) eine 
orientierte, d. h. mit Bichtungssinn begabte, reelle, im Endliehen 
liegende Gerade des J?,; jede solche Oerade n«>^thftlt^ also zwei 
antgegongesetzto Speere. Duioh jedes System tou 7 reellen 
Zahlen p^j^^ welche die Bedüigungen: 

erflillen, ist ein und nur ein Speer definieort Von diesen „Speer- 
kooräinaten" sind die p^^ nichts anderes als die PLOcKSBsehen 
Koordinaten der geraden Linie, die den Speer enthUt, während 
mittels der siebenten w die Kosinus der Winkel, die die Speer- 
riehtung mit den 3 positiven Aidisenriehtangen des zugrunde 
gelegten IcartesMien KoordinatonsTStem einsehließt, in der Form 

P*t 

IT» V IT 

i) Tgl. insbesondere: „Über nicht-euklidische und Liniengeometrie." 
6xei£iwald 1900, sowie die H^^ometcie der Djfnaiiie&" Lp«. 1903. 
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daigestallt werden. Eine komplexe Ebene 

+ + + V ~ 0 

heiBt nach Lie eine „Minimalebene**, wenn die Relation 

(1) i*«+i^+i»'-0 

bertdi^ ohne daß uvw glmdiMitig TOSohwiiideiL Jeda IGmnial* 
ebene entliftli eioe im Endlichen liegende reelle Gende und nm* 
gekehrt gehen dnroh jede solche Gende swei koiQQgiert imaginiie 
Ifmimalebenen, die sieh den beiden Mif der Gereden liegenden 
Speeren emdenÜg snordnen lassen. Dies geschieht mittelst der 
Formtin: 

- — PnPu - PhPh 4- inptt 

(2) <» - - PnPu - PimPu + ^''Pti 

_ / ff _^ff t f ff t >t 

^Pii — ^ — » ; a;)4, — « e — v « , 

^ e3i«su*-i-f;*4-«' =-«* ; 

worin 11 » + 1«" etc. gesetst wurde. Jeder Speer ist sonidi 
in nmkehibar eindeutiger Weise einer Mimmalebene ingewiesAi 
nnd soU als reelle Beprlsentation der letzteren anfgeMt werden; 
vnter „Speerkoordinaten** kennen wir also fortan anch iigend Tier 
komplexe Zahlen «vwW Terstehen, die an die Oleichnng (i) 
knüpft sind, ohne daß uvw gleichzeitig verschwinden. 

2. Den Inbegriff der oc* Speere, welche die durcli eiaen reellen 
oder komplexen Punkt P gehenden Minimalebenen reprftsenÜereQ, 
nennen wir einen „Speerzyklus" oder kurz d^n Zjklus P. Ist 
P ein reeller Punkt, so wird der Zjklus P mit dem „Speer- 
bündel P", d. h. dem Inl L ^Tiff der durch P gebenden Speere, 
identisch. Ist P ein koni]»!' xor unendlich lerner Punkt, so bilden 
die durch ihn gt henden Mmimalebencn einf^n „iineigentlichen 
Zyklus''; die zugehörigen Speere verteilen sich auf zwei verschiedene 
Bündel syntaktischer^) Speere. Diese Bündel sind entgegengesetit, 
wenn P ein reeller unendlich femer Pnnkt ist, sie fallen tusanunen, 
wenn P auf dem nnendlicb fernen Kugelkros liegt 

i) d. h. paralleler und gleichgerichteter Speere (Study). 
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Sind a + ia\ b'\- ib\ c + ic' die anf noBer kaTtariechM 
Aflhsenlcreiis belogenen Koordinnten von P, nnd A, Ä' die reellen 
Bnnmpnnkto mit den Kooidinatoi ahe beiw. a + a', & + ^'f ^^'H^^'« 
80 wollen wir das Pmüctepear ÄAf als dm sa dem Zyklus P 
gehörigen „Pfeil**, J> ak den Anüuigspankt, Ä' als den Endpunkt 
diesea Pfinls beMiebnoi; Ä beiBi andb daa Zentrum, die poeitiTo 
Streeke AJl^t dar Badius, die Gerade die Aehae des 
Zyklus P. Da dieser durch die reellen Punkte AJil Tollstandig 
definiert ist, so sprechen wir wohl auch von dem „Zyklus [^.4']". 
Wird der reelle Punkt A" so bestimmt, daß A die Mitte der 
Strecke Ä.' Ä ist, so gehört der Pfeil AÄ' zu dem konjugiert 

imaginftren Punkt P, und es ist ^ die Mitte der rein imaginäre 

Stracke PP. 

In der Ebene, die im Pnnkte A auf der Achse AA' ssnk- 
recht steht, konstmieren wir den einteiligen Kreis K mit dem 

Zentrum A und dem Radius r und versehen ihn mit der ümlanfs- 
richtung, die vom Punkte A' aus ebenso erscheint, wie von eiiiuui 
Punkte der positiven Achse aus betrachtet die Umdrehung, 
durch welche die positive X-Achse auf dem kürzesten Wege in 
die positive F-Achse übergeführt wird. Dieser orientierte Kreis 
K heißt der Äquator des Zyklus P. Die Speere dieses Zyklus 
bestehen jetzt, wie man leicht verifiziert, aus dem lubegriff aller 
Erzeugenden der koni'okalen einschaiigen Rotationshyperboloide, 
die den Äquator K zum Fokalkreis haben, und zwar sind diese 
Erzeugenden so orientiert, daß ihre in der Äquatorebene liegenden 
Vertikalprojektionen den Punkt A in demselben Sinne umkreisen 
wie der Äquator selbst. I^nter den Speeren des Zyklus P be- 
finden sieh auch die oo^ orientierten Tangenten von JT. Durch 
ümkehmng dss Sinnes aller Speere eines Zyklus P erhält man 

natfirlich dsn konjugierten Zyklus P. 

3. Durch jeden reellen Punkt Q gehen zwei Speere a^a, 
des Zyklus P; sie sind die Erzeugenden des durch Q gehenden 
einschaligen Rotationshyperboloids mit dem Fokalkreis also 
leicht konstruierbar, wenn Ay A\ Q gegeben werden« Sie geben 
in die an JT zu ziehenden orientierten Tangenten Uber, wenn Q 
auf der Äquatorebene außerhalb K angenommen wird, und koin- 
sidienn dum und nur dann, wenn Q anf K seihet liegt Die 
beiden in der Aehse liegenden Speere sind die einsigen entgegen- 
geaetitsn des ZyUns. 
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4. Itfc ein Speer g beliebig gegeben, lo eiittiert im Zyklu 
P ein und nur ein dazu syntaktischer Speer, üm dieMu n 
finden, liehe man dnrcb den Pnnki A den ni dem gegebenea 
^teUaflchen Speer nnd Izage anf ibm Ton A ans in der 
Spearidiiimg den Fmikt Q bo anf, daB AQ «• r wird. Ist dann 
4' die Projektion von Q auf die Aqnatorebene, feiner Q" anf 
dieser Ebene so bestinmit, daß die Strecke AQ' gldeh nod 
aenkreeht an AH" wird und die Orebnng um 90^, die AQ" in 
die Lage AQ' bringt, im Sinne des Äquators erfolgt, so ist der 
dordi Q" 1^ syntaktisch gezogene Speer der gesuchte. 

5. Ist umgekehrt ein Speer 6 und ein reeller Punkt A gegeben, 
80 verstehe man unter U düii i'uiipuukt der von A aui j ge- 
fällten Senkrechten uml bestimme den Punkt B' durch di« 
Forderung, daß die btre /kp riB' senkrecht zur KT)ene (A^ 0) und 
gleich AB sei. so zwar, daü die Richtung von ff, die von B 
nach A weisende und die von A nach B' weisende Richtung in 
analoger Weise aufeinander folgen wie die X-, die Y- und die 
Z-Richtung unseres Koordinatensystems. Dann ist dip durch B' 
parallel zu 6 gezogene Gerade der Ort aller Punkte A' d@r 
Eigenschaft, daB der Zyklus [^^'] den Speer <r enthalt. Wir 
erbalteu so eine einfache geometrische Definition der 00^ FfsUe, 
die SU den Punkten einer gegebenen Minimalebene g^lSren. 

6. Die 00* kompleien Punkte, die auf einer reellen Geraden 
y liegen, werden reprisentiert durcb den Inbegriff der Pfeile, die 
ihren An&ngs- und Endpunkt auf y haben. Wir betraditea 
sweitens eine nkämmaginOre Gerade ^, d. h. eine komplexe 
Gerade, die einen reellen Funkt besitxt und in einer reeQen 
Ebene liegt, und awar zxmSchst unter der Annahme, daß der reelle 
Punkt unendlich fem ist. Dann gehen durch y zwei Minimalebenen, 
die durch antitaktische Speere 0, u priiscuLiert werden; umgekehrt 
ist durch zwei solche Speere eine kuini l'^xe Gerade mit reeller Rich- 
tung als Schnittlinie der beiden zugehui igeu Aiminuilebenen definiert 
Zu den ex' orientiert* 11 Kit is« ij, die von den Speeren 0 nnd 0 be- 
rührt werden, gehören dann ebensoviele Pfeile, den^n Anfangs- bezw. 
Endpunkte je eine zu <s und 0' parallele Gerade h bezw. h' er- 
füllen; h liegt in der £bene der Speere aa* in gleichem Abstand 
d von ihnen, h' im Abstand d von A, und die Ebene (tftf ) ist 
sn der £))en0 der Geraden //, h' senkreeht. Diese letaiere Ebene 
enihilt die Gerade y. Die 00' komplexsn Punkte dieser Geradea 
werden jetst dargestellt durch die Pfeile, die ihren Anfkog^unkt 
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Buf A, ihren Endpunkt auf h' haben. Damit nmgekehrt die Yw- 
liiiidiiiigslime sweier komidexer Ponkta [AA'] und [BB*^ eine 
gegebene reelle Bicbtimg habe, ist notwendig und hinreiehend, 
daA die reellen Geraden AB und A'B' jener Bichtung panJlel seien. 

7. Es bedeute jetzt y eine niederimaginire Oerade mit dem 
reellen Punkt 0; sie sei auf der durch 0 gehenden reellen Ebene 
e enthalten. Dann liegen in e die Pfeile aller komplexen Punkte 
vou y. Umgekehrt liegen zwei Pfeile ^i^^l^ und A^A!, in der- 
selben reollen Elx t.e c, ohne daß die Linien Ä^A^ und A[A^ 
parallel smd, SO enthült die Verbindungsuiiie der komplexen 
Punkte [^i'ä^J und [^j^j einen im Endlichen liegenden reellen 
Punkt 0. 

8. Wir denken uus die £beue e orientiert, d. b. die Gebiete, 
in die sie den Raum zerlegt, als positive und negative Seite 
mtenchieden; von den iwei Bftndeln syntaktisoher Speere, die 
auf e senkrecht stehen, nennen wir dasjenige das erste (zweite), 
dessen Speere in die positiTe (negative) Seite von e hineinweisen. 
Die Minimalebenen, welche dureh das erste (sweite) Spesrbündel 
definiert werdw, schneiden dann ans e das erste (sweite) System 
TOn Minimalgeraden ans. 

Ist AiAi ön in e liegender Pfeil, so kann man von den 
swei Punkten, in denen der zugehörige Äquator die Ebene e 
•ohneidet, einen ersten und einen zweiten P't unterscheiden, 
je naefadem der Speer, der in dem betr. Punkt den Äquatorkreis 
berührt, nach der positiven oder negativen Seite von e weist; 
I\A,P'i liegen in einer Geraden, zu AfA',- senkrecht ist, und 
man hat P A- ~ A,Pi = AfA]. Da sonach zu jedem auf e 
liegenden i'uuktepaar A;A',- das Paar P,P'i vullkommen unzwei- 
deutig' konstnüert wrrden kanu, und um L^ck» hrt, so läßt sich das 
emo ebenso zur Definition eines auf e liegenden komplexen Punktos 
verwenden wie das andere, und zwar repräsentiert PiP',- denjenigen 
komplexen Punkt von e, in dem sich die durch gehende 
Minimallinie des ersten nnd die durch P'{ gehpiide des zweiten 
Systems schneiden; der koi^ngiert komplsiie Punkt wird durch 
F'iPt dargestellt. 

9. Wir betrachten die Ebene als QAUSs'sche Zahlenebene und 
besBeben sie demgemlfl auf ein rechtwinkliges Achsenkreuz {, 1}, 
aodftB das eiste bssw. sweite System von IGnimalUnien durch die 
Otoichnngen 

4 + *ij const.; § — tij — oonst 
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gegeben ist. Bedeuten femer die komplexen Zahlen §, die 
Koordinatpn des Punktes [^4,^4./], die Zahlen die GAUSs'scben 
Aftixü der oben detmierten reellen Punkte PiyP»-, so hat man 
otienbar: 

(4) «-4 4-ii3i « =i-tj|. 
Die komploz« Gonde y aei dnieh die QlMehimg: 

(5) ai-l-ftij + c-O 

dflfinisrt; T€nnOge (4) aebreibt aicli dieselbe fblgeiid«niiE0en: 

i' - «j + ß, 

worin gesetzt wurde: 

rt — ib * — ^2(? 

Diese Belatioii dsfinifirt eine iadirekte Xbnliflhkejtstafaaifanpsjäse 
91 der Ebene e in sicbi ibr Fixpnnkt 0 ist unter der Uber f 
gemncfaten Annshme im Sndüeben gelegen, was analjtiseb 
darin anssptiobt dafl |a| 1, also das Yeriiiltnis von a and ( 
niobt reell ist 

10. Ist also eine niederimaginäre Gerade y dnidi iwd aif 
ibr liegende Ponktef d. b. dnreb swei in einer Ebene e Eegende 
Pfeile A^Ä[ und A^A^ gegeben, so findet man ibren reeUen 
Punkt 0 als Fizpunkt der indirekten IbnliebkeitstraasfiunisikkNi 

welche die nach Nr. 8 zu konstruierenden Punkte Pj, Pf 

bezw. in P^' uud ig überführi. Durch y gehen zwei Minimal- 
ebeneUf deren Speere ac' den funkt 0 enthalten und als gemem- 
sarae Speere der Zjklen [^,-4/] naeh Nr. 3 leicht konstruiert 
werdi.ri unen. Um jetzt die Pfeile AsÄi aller kcunpleien 
i'unkto Von y zu findrü, Itostimme man m einem willkürlich auf 
€ ari/.uurhmeiiden Punkt A.-^ den Punkt nach Nr. 5 als ge- 
rn einsamen Sehmttpunkt der Ebene e und zweier zu und <S* 
paralleler Gerader; oder man ermittele den Fixpunkt Pg der in- 
direkten Ähnlichkeitstransformation, die durch die Aufeinanderfolge 
▼on % nnd der Spi^^nng am Punkte A^ entsteht, und kon- 
stmiere die Punkte Pg nnd nach der in Nr. 8 gcigebeiiMi 
Yoncfarift 

11. Die Betrachtung der Nr. 9 erleidet eine Ansnahme, 
wenn in Gleicbnng (5) der Koeifiaent b gleich ia (resp. gleich 
— ia) wird, also f eine Minimalgetade des ersten (zweitea) 
Bystems bedentat Dann wird der erste (iweite) Puürt jedsi 
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der Paare P, P, mit dem reellen Punkt 0 von y identisch, die 
Speere öö' koinzidieren in den durch 0 gehenden auf e senk- 
recht stehenden Speer des ersten (zweiten) Bündels, und man 
erhält zu jedem in e liegenden Punkt Ai den Punkt Ai als 
Schnittpunkt von e mit der nach Nr. 5 zu konstruierenden 
Parallelen zu tf. £ine niedt rimaginiire Minimalgerade y ist also 
dnzch den Speer a der durch sie gehenden Minimalebene und 
den «nf y «nd 9 Uegeaden reellen Punkt 0 YoUst&ndig cba- 
Taktesriaiert. 

12. Bs sei jetzt eine hochimaginSre Gerade y als Yer- 
bindnngslinie zweier komplexer Punkte [iliJ?i] nnd [-^4] ge* 
geben. Die 4 Punkte A^B^ liegen also nonmebr nicht in der- 
selben Ebene. Bs sei e die dnrob und A^ gehende Ebene, 
die aar Geraden By^B^ parallel ist, ebenso e ^ durch und. 

geltende zu parallele Ebene. Die Pfeile A^B^ der 00* 

Punkte Ton y liegen dann so, daß die Punkte A^ die Ebene e, 
die B^ die Ebene e' erfüllen. Die Ebene e ist parallel zu y 
und der dazu konjugiert komplexen Geraden y. 

Die in e liegende Vertikalprojektion des zu einem kom- 
pie.-xeu i'unkt P guhürigeii Pfeils ist otfenbar iileutLsch mit, dem 
Pfeil der Vertikalprojektion von P auf e. Liegen also dio kom- 
plexen Punkte [-4,JB/] auf y und bedeutet Al die Vertikal- 
projektion von Bi auf so liegen die komplexen Punkte (^l/^4;'] 
auf der niederimagmären Geraden y\ in die sich y projiziert. 
Mittels der gegebenen Punkte A^A\ und A^A^ konstruieren wir 
nach Nr. 10 den reellen Punkt 0 der Geraden y\ sowie den 
Fußpunkt P der von 0 auf e gefällten Senkrechten. Die Ge- 
rade OP schneidet y und y senkrecht, und es ist [OP] ihr auf 
y liegender Fußpunkt. Sind ferner G und a' die beiden durch 
0 gehenden Speere der duixh y' zu legenden Minimalebenen, 
t und x' die Speere, welche die d\irch y gehenden Minimalebenen 
repräsentieren, so ist wegen des Parallelismus von / und y' 
offenbar c zu x und c* zu %' syntaktisch. Man konstruiert also 
% und v' nach Kr. 4 leidit mittels der Bemerkung, daß diese 
Speere irgend einem der Zyklen [■^iBj, s. B. auch dem Zyklus 
[OJF] angehGren. 

13. Ist die Verbindungslinie y der Punkte [-äi-Bj eine boch- 
imaginBre Minimalgerade, so bleibt die Konstruktion der Ebenen 

e'^ sowie der Punkte 0, P dieselbe, wfibxend die Speere r, x' 
mit einem der in die Gerade OB fallenden Speere koinzidieren. 

VAtlL-pbTt. KUiM 1908. %1 
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Eine hochimaginäre Minimalgerade kiuin demnach durch einen 
Speer t und einen auf ihm liegenden Pfeil OP Tollstindig eilt* 
nkterisiert werden; denn die Ebenen e und e' stehen auf t 
bezw. in den Punkten 0 nnd F senkrecht, nnd mau erhUt m 
dem nnf e beliebig aogenommeiten Punkt den tngehörigen J^^ 
ab Befanitt von e' mit einer ni t pixiUelen Gerftden (Nr. 5). 

14. Nach dem Bisherigen besitm swei ZjUen [-ii-Bj nsd 
[^^2] im allgemeinen iwei tenohiedsns gemeinsame Specn^ 
deren Konstmktion ans dem in Nr. 10 — 12 G e sa g ton nnmittelbir 
hervorgeht Dann xmd nnr dann, wenn die Punkte L^^^J >uMr 
Minimalgeraden liegen, ihre Bntfemnng also Tenefawindet, hsboi 
die beiden Zyklen einen einzigen doppelt zahlenden Speer gemein. 

Der Punkt sei so gewühlt, daß die IMeile A^lJ^ und 
A^ B^ gleich und gleichgerichtet seien. L>amit dann die Punkte 
[Ä^Bil und [^gJ9g] die Entfernung Null haben, ist notwendig 
und hinreichend, daß die Strecken A^A.> und B^B^ gieichiang 
und die sie entlialtenden Geraden rechtwinklicr soien.*) 

1 5. Unter der „Mittelebene^^ zweier nicht paralleler Speere 
vorstehen wir die reelle Ebene, welche diudi die gemeinsam« 
normale Sekante beider Speere geht und mit ihnea gleiche 
Winkel bildet, so zwar, dafi die Vertikalprojektionen der Spease 
anf die genannte Ebene antitaktisok sind. Sind die Speere 
selber antitaktuoh, so beseichnen wir als ihre Mittelebene die sor 
Ebene beider Speere senkrechte nnd m ihnen pavaUele Nbene^ 
die von beiden denselben Abstand hat 

Offenbar ist die in Nr. 12 genannte Ebene e lÜttslebsne 
sowohl des Speerpaarss e' als auch des Paares tt\ Wir woDn 
die komplexe Schnittlinie y tweier Ifinimakbenen, die dnrefa die 
Speere t und 1' repräsentiert sind, kurz die Gerade (tt') nennen; 
die Gerade y wird dann durch das entgegengesetzte Speerpüiir 
(tf) deiiuiert sein. Die Anfangspuiiktc der zu den Punkten 
von y gehörigen Pfeile lieg-en nach Nr. 10 — 12 auf der Mittel- 
ebene von t und r' nnd criüilen die-^ell e vollständig, falls di^se 
Speere nicht autitaktisch sind. Zu jedem Punkt A- erhäii man 
den Funkt B- nach Nr. 5 als Schnittpunkt gewisstjr zu r und 
paralleler Linien. 



i) Weiterei dber dieie sog. „IfinimaUage'* sweier ZyUen s. in 
meiner demnächst Im Auch, t Math, etseheinenden Note ««Znr Geo- 
metrie der Kreise im Banm**. 
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i6. Die Besoltatd der vorigen Nr. liefam die Lteong der 
fmäamoMsa Angabe, den Ff«ü {AÄ'] eines Zy^va su koii- 
sfaniieren, wenn 3 Speere desselben gegeben sind'X 

d. h. slso den Schnittptmkt dreier gegebener Ifinimalebenen sn 
finden. Es genOgty des Zenferam Ä nnseres^ldiis sn bestimmen; 
denn dann erbilt man den Punkt A' als Schnittpnnlct dreier 
Geraden, die zu den Speeren bezw. parallel nnd (Kr. 5). 

Im allgemeinen ist nnn A Schnittpunkt der IGttelebenen 
der 3 Speerpaare a^ff^. Dann nnd nur dann, wenn die 3 Speere 
derselben reeUen Ebene e parallel sind, schneiden sich die 3 ge- 
nannten Ebenen nach einer zu c senkrechten Geraden In 
diesem Falle sei I'- der Fuukt, wo die durch h gehende auf 6^ 
senkrechte Ebene diesen Speer trifft; dann ist A der Schnittpunkt 
von /* mit der Ebene P^P^P^. 

Auch die letztgenannte Konstruktiün wird hinfällig, wenn 
die 3 Speere a- von derselben Geraden h senkrecht q'e^schnitten 
werden. Wir bezeichiun dann ndt dtn Schnittpunkt von 
mit hj und denken uns die Gerade h orientiert, so dalÜ die 
Strecken ÄM^^ ^i^t ^^ch dem Vorzeichen nach bestimmt sind. 
Ist jetzt ^1 einer der Winkel, den die durch h gehende Äquator- 
ebene des gesnnhten Zyklus mit tf| büdet, ferner r der (positiTe} 
Badins unseres Zyklus, so bat man: 

(6) AM^'^r <m9^ 
und mithin: 

(7) M^M^ — r (cos — cos 

(8) M^Mi (cos 0^ — cos -^i) if| (00s — OOS ^|). 

Diese letzte Gleichung liefert folgende Konstruktion: Sei e eine 
reelle Ebene, die auf h im Punkte M sftiktecbt steht aud oi die 
Vertikalprojektion von ü. auf e. Dann trage man von M aus 
auf Oi in der Richtung dieses Speeres den Punkt Q^ so auf, daß 
MQ- — 1 wird, und lege in der Ebene c durch M eine Gerade l 
derart, daß das Verhältnis der Projektionen der Strecken ^2^1 
und QiQi anf l gleich M^M^ : M^M^ wird. Diese letztere 
elementar-geometrische Konstruktion besitzt ofTenbar eine und nur 
eine Lösung. Die Ebene der Geraden // und / ist die Äquator- 
ebene des gesuchten Zyklus, und man kennt nunmehr die absoluten 

I) Die Annahme, da£ zwei der Speere Oi oder alle drei syntaktisch 
lind, führt auf uneigentliche Zyklen. 

27* 
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Beträge von cos'^. und oos^^ — cos O-jj, kann aho wegen (7) 
und (6), die (absoiui i^enommeneii) Strecken r und ÄM^ und 
dAUiit A selbst konstnu^reu. 

g S. Me IwBpltie Bewegog di 8p«Mrtniif«nuttti. 

17. ünUT ZugruuJeh'guijg eines kaitesisciieu Koordinateu- 
sjstems xyg definieren die Formeln 

— + Alf + y»« + c, 

wobei die kompkiftii Zahlen die bekumten beiden Onippen 
▼OD je 6 Belationen erfOUen, eine komplexe Bewegung, weim die 
j-viilijge BetefmbiftiiAe te Gröflon t^^ß^Yi den W«i + 1 bei 

P» die Transformation (1) jede MiirimiJebene wieder in eine 
solche überfuhrt, so läßt sich jede komplexe Bewegung nach Nr. 2 
als eine Tran.^iuimaÜon der Speere des i?g deuten. 

Die reellen Bewegungen sind dann innerhalb der Gruppe Tjj 
aller komplexen Bewegungen dadurch charakterisiert, daß sie jedes 
Paar entgegengesetzter Speere v. leder in em aoiches verwandeln. 
Zwei aniitaktische Sjieere gehen bei komplexer Bewegung im 
allgeiii einen nicht wieder in antitaktische Speere über, dagegen 
entspricht einem Paar S3'ntakti.scher Speere stets wieder ein soldies. 

18. Die komplexe Translation 

heißt rein imaginär, wenn die a, h, c die Form ia\ ib\ ?>' haben; 
sie l'üiirt den K<u)rdiuatei^nfang8punkt 0 in den komplexen Punkt 
[00'] über, wo O den reellen Punkt mit den Koordinaten a' b c 
bedeutet, ferner den komplexen Punkt [AB] in den Punkt [^ÄB'], 
wo B' dadurch bestimmt ist, daß der Pfeil BB* mit 00* nach 
Große und Richtung übereinstimmt. Den Speer <s\ in den ein 
g^^ebener Speer <s übergeht, erliält man nach Nr. 3 als den zu c 
syntaktischen Speer des Zyklus [•BjB'], wenn B auf tf beliebig 
angenonunen und B' wie soeben bestimmt wird. 

19. Jede komplexe Translation % läßt sieb in der Foxm 
TT^ tT darstellen, wo T eine reelle^ T' eine rein imaginftre 
Translation bedeatet. Führt jene den Punkt 0 in P, diese in 
[00'] «her, so erhillt man den komplexen Punkt \£B\ in den 
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d«r 'Funkt [AB] vermöge % T«rwttiddi wird, indem man die 
reellen Punkte A'BiB' so wlUt, daB der Pfeil AÄ' mit OP, 

mit AB^ eodlich B^B' mit 00' nach Größe und Richtung 
übereiDstimmt. Umgekehrt ergeben sich hieranSf falls ABÄ'B' 
gegeben sind, sofort die Punkte P und 0', d. h. also die Trans- 
lation TT\ die den Punkt [.-1^1 in [A'B'] vcrwniMt 

20. Ist Q der reelle Punkt, den die reelle Traiibiation T 
in () iilif riührt, und bedeuten o^a^ die beiden durch Q gehenden 
Speere des Zyklus [00']. so bleiben alle zu ffj oder öj syntaktischen 
Speere, und nur diese, bei der Translation % » TT' einzeln in- 
▼ariant. Der uneigentliuhe Zyklus, der Ton diesen beiden Bündeln 
gebildet wird, gehört zn dem komplexen unendlich fernen Fizpunkt 
unserer Translation. Jedes ander« Bfindel ^taktasober Speere 
wird bei der Bewegung % TennOge einer reellen Translation in 
flicli Terschoben. 

IHe Translation % ist eine Jfinimaltranslation, d. b. swei 
▼ennöge % entsprecbende Punkte [AB"] nnd [A'S^ beben die 
Sntfemnng nnll, wenn O'OP ein Bediter nnd 00' ist 
Die beiden BlUidel invtrianter Speere koinddieren dann in ein 
•einziges. 

2 1. Wir wenden uns zur Betrachtung der komplexen Be- 
wegungen Uiotationen), die den Koordinatenaniungspunkt 0 fest- 
lassen. Die reelle Kugel mit dem Zentrum 0 und dem 
Badius 1 werde x genannt Die beiden Gleichungssysteme: 

(2) X — ly =^ zj:, 1 — if ^ |i(a; -f i^) 

definieren die beiden anf % liegenden Systeme TOn Minimalgeraden; 
wir nntersdieiden sie als „erstes** und „»weites** System. VermOge 
dieser Gleiebnngen lassen sieb die Koordinaten Xffs jedee Engel- 
pnnkts P rational druck X nnd fi ansdrficken; X beißt der erste, 
|i der sweite Parameter des Punktes P, Ist dieser reell, so hat 
man (i X und umgekehi't. 

Jeder durch 0 gehende Speer er schneidet x in 2 diametral 
entgegengesetzten Punkten, dem „Austrittspunkt" i' und dem 
„Eintrittspunkt" Pq\ wir bezeichnen ö auch als den „Speer OP'^ 
Die zugehörige Minimalebene schneidet aus x die durch P gehende 

T) Vgl. hierüber auch £. Study: Über Nicht-euklidiache und Linien- 
geomethe. 
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Minimalgerade des ersten und die durch Pq gebende Miniroal- 
gerade des zweiten Systems ans. Die Koordinateii des Au»- 
trittsponkteB P hängen mit den KoordioAten p^^ ft biw. u^v^w^o 
des Speers a dnroh die Gleiohiiiigea 

(3) u : « : «r — $H- ijt : It — «^7 : ^' — 1; 

(4) t-^; u-^; f-^ 

susimmeiiy während die Famneier Jl, des Pnnktos P durch die 
Fonneln 

(5) i-*-^ — - =L+i; = I+i_- 

definiert sind. 

22. Wir betrachten eine komplexe Bewegung ?Ö, ilie «ien 
Punkt 0 fest läßt, als eine gewisse KoUinealioa der Kugel » in 
sich, bei der jedes Xriengeudeiisysteiii 

wird. Geht also der Speer OP yermdge 9 in 011 Aber, so 
hftngen die ersten Parameter X, A der Kugelpunkte II dmth 
eine Gleichung der Form 

zusammen ) wo die aßyH komplexe Konstante bedeuten, die der 

Ungleichung 

(7) aö~^yJ^l 

genügen; P und J7 sind also entsprechende Punkte einer Knis- 
▼erwandtsohaft F. Der sn P diametrale Kugelpunkt Q wwindele 
sich yermdge V in Q\ und es sei der dem Punkte Q* dia- 
metral entgegengesetate Punkt yon a. Beseichnet man dann mit 
f», M die zweiten Parameter der Funkte P und U\ so bestritt 
die Gleichung: 

(60 M~ 



— fifl-f or 

Die durch P gehende Kugelerzeugende des ersten bezw. zweiten 
Systems ^'eht also bei unserer k niplexon Rotation über in die 
durch // p^'hendü Erzeugende des trstHn bezw. di^ durrb TT' gehende 
Erzeugende des zweiten Systems, ra. a. W.: Die Formeln (6\ (6') 
definieren zusammen die der Bewegung iB entsprechende Koliineation 
der Kugel x in sich. Sind umgekehrt die 4 komplexen Zahlen 
ttPyi der Bedingung (7) entsprecbf^nd gegeben, so definieren die 
Formeln (6), (6') eine KoUineation der Kugel a in sich, weleba 
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als Banmtmisfoniifttioii gedeutet jede durch 0 gehende Maninml- 
ebene in eine ebenaolehe, also den onendlieh fernen Kagelkras 
in akii ttbeiftthrt und demnadi mit einer komplexen Bewegnng S9 
identucih ist 

ffind F, Q- die Fixpunkte der Kzeisverwandteehaft und 
beselchnet man mit <r, v die Speere OF^ 00^, so ist die kom- 
plexe Aebse der Rotation 9 die Oerade (a, t) (vgl. Nr. 15). 

Für den komplexen Drehwinkel findet man leicht 

C08IO «« l + ^-^7— i — » 

und es ist 0 gleich dem mit — i multiplizierten Logarithmus 
des DoppelTerhÜtnisses, das die Punkte FG mit irgendeinem 
Paar Ton Punkten P, II bOdeUf die sieh yennöge V entsprechen. 

2$. Die Gruppe der komplexen Bewegungen, die den 
Punkt 0 fest lassen, ist nach dem Vorige den direkten &ei8- 
▼erwaadtschaften auf der Kugel % unücehrbar eindeutig su- 
gewiesen.') Es gibt also eine wid nur eine Bewegung 9, die 
5 gegebene durch 0 gehende Speere bezw. in 3 ebensolche 
Speere 0/ überfülirt. Sind P,, J', die Austrittspimkte dieser 
Speere aus x, so findet man den Speer 0^ oder OP^, der einem 
beliebigen durch 0 gehenden Sj)eer <t^ vermöge 33 entspricht, in- 
dem man nach Möbius in der Kreis Verwandtschaft K, in der 
sieb die 3 Punktepaare P,P/ zugeordnet sind, zu P4 den ent- 
sprechenden Punkt P^ konstruiert. 

24. Unter Beibehaltung der Bezeicbnungsweise von Nr. 22 
entspricht bei der vorhin genannten komplexen Bewegung 16 
einem reellen Punkt P von x ein komplexer Punkt, dessen 
Äquatorkreis n die Kugel x in den Punkten üf, 77' senkrecht 
schneidet Dabei ist 17 als „Austritts-^, JZ' als „Eintrittqnuikt** 
des orientierten Kreises n zu bezeichnen; dieser würd nftmHeh im 
Punkt 17 Ton dem Speere 077, in 77' von dem Speere OQ' 
(oder 77' 0) berührt 

2^, Haa findet ebenso den komplesen Punkt, in den em 
beliebiger reeller Baumpunkt Ä vermöge SB Terwandelt wird, in- 
dsm man die analoge Konstruktion auf die su » konzentrls«^ 
durch A gehende Kugel anwendet. 

Es ist nunmehr leiclit, den Speer o zu konstruieren, m den 
die Bewegung 33 einen gegebenen Speer a überführt Legt man 

I) Vgl. SnmT a. a. 0. 
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fti^K<'J> durah 0 den ni c sjntaktuch«!! Speer f, und ist f ' dior 
SpettT, in den t ▼ennOge S9 übergeht, so irt ff' der en t syD^ 
taktiflcbe Speer des ZjUns, in den irgend dner der reeUcn 
Ponkto Ton e durch die Bewegung fd tnnsfonniert wird. 

26. Eine komplexe Botation 81, die den komplexeD Penkt 
[AA*} festl&ftt, ist bestiauni, wenn sa 3 Speeren c^a^o^ des 
Zyklus [AÄ*] die entsprechenden e'iOfO^ bekannt sind. Ter- 
wandehoi sich bei der Transletion die den Punkt [ÄÄ'] nadi 
0 bringt, die Speere a. a/ bezw. in die durch 0 gehenden Speere 
T/T,', und ist 91' die Botation um 0, welche die t,- in die t/ über- 
führt, so erhält man zu einem beliebigen Speer <s^ den ihm Ter- 
möge 9i entsprechenden leicht aus der Beziehung 

27. Es gibt eine und nur eine komplexe Bewegung 9, die 
3 gegebene Speere 6,., von denen keine swei syntaktisch sind, 
in drei ebensolche <y,' überführt. Der Beweis hierfür und zugleich 

die Konstruktion des Speeres (jj, der einem beliebig gegebenen 
Speer vermöge 95 fentspricht, ergibt sich, indem man zunächst 
die Piüile [äJ>\ und [A'if'J der durch dio Tripel a, und tf. 
definierten Zyklen ermittelt (Nr. 16). Vermöge der Translation 
die den i'unkt [A B\ in \A'B'] überführt, venvandele sich 
der Speer 0, in 0,'. Die Rotation 9?, din das Tripel a'^'a'^'ö'^' in 
tfjffjtfj überführt (Nr. 26), bringt dann den bpeer in die ge- 
suchte Lage o'^ und es ist © == 

28. Da jede direkte reelle Kreisverwandtschaft auf der 
Kugel X zwei reelle Fixpunkte besitzt, die im besonderen koin- 
zidieren können, so läßt jede komplexe Botation L a. zwei ver^ 
sehiedene Speere <t, t fest, und die Qerade (a, t) ist die Rotations- 
achse. Zu jeder komplexen Bewegung die keire Translation 
ist, gibt M also i. a. zwei und nur zwei verschiedene Bündel sjn* 
taktischer Speere, die vermöge fb invariant bleiben; koinsidierea 
diese Bündel in eines, so nennen wir die Bewegung 9 parabdUs^ 

29. BesQgUch der Fixspeere einer beliebigen Bewegung 8^ 
also der bei O ibstbleibenden Minimalebenen, fließen aus den be- 
kannten Eigenschaften des Eoeffizientensystems «lA^i (Nr. 17) 
leicht folgende Tatsachen: 

Damit die Bewegung $ parabolisch sei, ist notwendig und 
hinreichend, daß man habe: 

«1 + A + n 3, 



A 
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olme daB di« Zahlen r^^, ß^^ alle drei gleieh i sind. Diefle 
letatere Annahme ist fOr die Translation charakteristisdL Jede 
paraholisohe Bewegung l&fit ein und nur ein Bfindel ß sjntak- 
tiflcher Speere, aher im allgemeinen keinen Speer invariant 
(.^paraboEsäie Bewegung errter Art"), da sie das Btlndel ß trans- 
latorisch in sich verschiebt. Es gibt oo® solcher parabolischer 
Bewegungen, die ein gegebenes liündcl ß in sich transformioreü. 

Im besonderen kann eine i)araboli8che Bewegung jeden Speer 
eines syntaktischen Bündels stehen lassen f., parabolische Bewegung 
zweiter Art"). Jedes Bündel ß bleibt bei OQ^ Bewegungen dieser 
Art ungeändert. 

Umgekehrt ist jede Boweguüg, die ein Bündel syntaktischer 
Speere translatorisch in «'ich verschiebt, entweder eiiif Trans- 
lation oder eine parabolische Bewegung erster Art, ferner jede 
Bewegung, die die Speere eines syntaktischen Bündels einzeln fest- 
l&ßt, entweder eine Translation oder eine parabolische Bewegung 
sweiter Art. 

30. Jede Bewegung die der Bedingung (8) nicht genügt^ 
besitzt zwei verschiedene invariante Bündel synctaktisober Speere 
und innerhalb eines jeden derselben je einen Eizspeer 0 hezw. r. 
Die komplexe Gerade (0, t) ist die „Behraubnngsaehse" der Be- 
wegung. Die Speere jedes der beiden Bündel werden durob je 
eine direkte Xbwlichkjfdtstraarfownation ü besw. W nnter sidi 
Tertansebi; d. h. entspricht TennOge fd dem sn e sjntaktisohen 
Speer tf< der Speer e/ nnd dem za s syntaktiscben Speer xt der 
Speer s/, so smd die Paralleldreikante ctid alle unter sieh 
direkt Bhnlichf und gleickes gilt Ton den Dreikanten rtlxt* t)ber^ 
dies Isind diese letsteren Dieikante den ersteren direkt ähnlich, 
d. b. die Ähnlichkeitstransformationen %, sind 

Aus diesen Bemerkungen folgt leicht die Konstruktion der 
Fixspeere einer Bev.igiiüg, die wie in Nr. 27 definiert ist. 

31. Es gibt 00* komplexe Bewegungen, die zwei gegebene 
Bündel syntaktischer Speere vermöge gegebener direkter Äbnlich- 
keitstransformationen % bezw. — in sieb transformieren; 
m. a. W. es existieren 00' Bpwfp-ungfn, die 2 cregfbeDe r^petr*^ 

T fp'^tlassen und einen gegebeneu zu a syntaktischen Speer öj 
iii einen ebensolchen d' vprwfindeln. Unter diesen Bewegungen 
befindet sich eine Rotation JH, und alle übrigen haben die Form: 
91X = wo % irgendeine der oc^ komplexen Translationen 

bedeutet, die die Speere beider Bfindel einaeln festlassen. 
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32. tTm die Botetbn 11 

ftHB den Dftten der vcxr» Kr. n 
konattniereii, italleii wir fli in der Fonn %9t'%''^ dar, wo % 
irgend eine Tranelationi die tf nnd t in iwei dnrch 0 gehnde 
Speere yerwandelt, also W eine Boiaftion um 0 bedentet Di« 
An^lie ist dann auf die folgende nirüekgefttlirt: Yon eiaflr 
Rotation % die den Koordinatenanfaxig O feet IftBt, kennt man die 
beiden Fixspeere er, t und die Ähnlichkeitstransformaüonen 9 imd 
%' = %~ ^, durch welche die zu a und t syntaktischen Speere unter 
sich vertauscht werden; man sucht die direkte Kreisverwandtschaft F, 
welche der Botation 9t aui der Kugelfliiche x entspricht. 

Zur Lösnng dieser Aufgabe dient folgende Tatsache: Es gibt 
auf r stets zwei und nur zwei diametrale Punkte P^P-^^ die von 
einer gegebenen Kreisverwandtschaft V wieder m zwei diametrale 
Punkte n^U^ verwandelt werden; P| und sind die FiTpnnkte 
der direkten Ereisverwandtechaft 

wo C die indirekte Kreisrerwandteehaft bedeuto^ die jeden Kngel- 
pnnkt in den diametralea Terwandeli Die Punkte P^P, smd m 
den Punkten aymmetrieeh hinmeMlich dar Iftttelebaie e 

der beiden Speere «r, «. Indem man nun jedem au c syntakt&Nhea 
Speer seinen Sekmtlpnnkt mit e auordneti entepriebt der ÄbnUehkaiti- 
transfonnation tK eine gleiehftlle mit 9( an beaeichnende Xbn]lcb> 
keÜBtransformation der Ebene e In sieh. Ist ^ die in e Uegende 
Gerade^ welche durch 0 geht iind 6 und r senkrecht schneidet, 
so gibt et. auf e unendlich viele Pirnktepaare PP' derart, daß 
P' dem Punkte P vermöge % zugeordnet ist und die Verbindungs- 
linie PI'' auf ff senkre<^ht steht. Der Ort von P bezw. P' ist 
je töne durch 0 gehende ' t( racle h bezw. h'. Die Ebenen (A, e) 
und (h\ r) schneiden sich dann in der Geraden PjPo Kreis- 
venviindtschaft V ist jetzt mehr als bestimmt, denn man kennt 
von ilir die Fixpunkte (d. L die Austrittspunkte der Speere tf, s) 
nnd die beiden Paare entaprecbender Punkte Pj/I^- 

33. Wenn die Speere (T, t entgegengesetzt sind, so wird die 
vorige Konstraktion hinflÜHg, da jetzt die Punkte P^ nnd 77^ in 
den Austrittspnnkt Ton tf, P, und JQ^ in den von t koinaidieren. 
Es liegt dann eine komplexe Rotation 9t mit reeller Acbae tot. 
Es bedeute nunmehr e die durch 0 gehende lu tf und t senkredite 
Ebene. Indem man jedem zu 9 oder t sjutaktisclien Speer 
seinen Dnrehstoßpunkt mit e entspreoben UBt« bestimmen die 



Digitized by Google 



Du BOHPunK Bewnimoiii. 



401 



gegebenen Ähnlichkeitstransformationen 51 und 5(' zwei Ähnlichkeits- 
transformationen ^ und der Ebene e in sich. Wird der Punkt 
1> TexmOge tK in P/, vermöge 91' in P't verwandelt, so sind die 
Dreiecke OPiP'i alle unter sich direkt und den Dreiecken OPi 
invers ähnlich, sodaß also die Punktepaare PiP," auf je einer 
durch O gehenden Oeraden liegen. Dem reellen Punkt P^ ent- 
spricht vemOge 9t der Zyklus, dessen Äquator die Ebene e in 
den Paukten Pf iind P'i Benkreoht schneidet und so orientiert 
ist» da6 seine Tangente in 1^ za «r, in Pi sn t eyntaktiflch ist. 
Analoges gilt natOrlich für jede znr BotationsachBe senkrechte 
Ebene, sodaB der komplexe Pnnkt, in den ein gegebener reeller 
Punkt Termdge 81 flbergeht, sofort konstniieit werden kann. 

üm jetst za einem beliebigen Speer 3 den ihm yermöge 9t 
entsprecbeaden b' xa konstmieren, wfthle man anf s zwei reelle 
Punkte imd ermittele die ihnen entspredieoden ^klen, sowie 
deren gemeinsame Speere s\ t* (Nr. 14); unter diesen ist der 
gesucht« s' dadurch kenntlich, daß er auch dem durch 5, <J, x be- 
stimmten Zyklus angehört. 

34^ Sind zwei Speertripel <ritfj<Js und tfi^^tf^ gegeben, sodaß 
ff, zu ffj und (Jj zu öj S3mtaktisch sind, so existieren cx>^ Be- 
wegungen i8, die <y,. hezw. in die 0] verwandeln. Ist n&mlich 91 
irgpnd eine der RotaTuau n, welche die Speere a- m drei tu zw. 
z,u <s[(5^a'^ syntaktische Speere a[ ö'^' ü ' fiberführt, so pibt rs innfr- 
halb des Speerbündels /3, das und ö'^ enthiUt, 01 nf und nur 
eine direkte Ähnlichkeitstransformation, die a^' in a[ und <7^' in 
verwandelt; die dazu Inverse Ähnlichkeitstransformation, welche 
du lu «3 syntaktische Bündel y transformiert und dabei 

tf^ in die Lage bringt, ist dann vollständig bestimmt. Nach 
^r. 51 existiert also eine Botation Wy vermöge deren die in 
die c'i übergehen, imd jene 00' Bewegungen ^ sind alle von der 
Tonn 9191' Z, wo % eine der 00' Translationen bedeutet, die die 
Bpaere der BQndel ß nnd y einzeln fest lassen. Fflr den Fall, 
iiß itie Sehnittfignr der 4 Speere ^'i^^'^i^^ mit einer belieingein 
Aene ein Parallelogramm bildet« ist statt fft' eine leicht za er- 
vattebde kompleze Translation zu wiblen. 

8md die drei Speere tfi^jes und ebenso 0|tfa0s syntaktisch, 
10 ist die Oberftthmng des ersten Tripels in das zweite dann nnd 
BOT dann möglich, wenn die beiden Breikante tf^ nnd <4 direkt 
lluifieb sind; es gibt in diesem Falle 00* Bewegungen, die diese 
^Ill'^'flQining leisten. 
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35. Ein Quadrupel von Sj> rien Oia^a^o^^ Ton denen keine 
zwei syntaktisch sind, besitzt gegenüber der Fj, aller komplexen 
Bewegungen oÜenbar genau vier unabhängige reelle oder zwei 
unabhängige komplexe (absolute) InvahajiteiL Ist dar dnrok 
den Koordinaten anfangspunkt gehende, zu <f^ syntaktische Speer, 
Pji Bein Austrittspunkt aus der Einheitskugel x, so kann als die 
eine der beiden obigen komplexen Invananten eines der Doppel- 
yerh&ltnisse der 4 Kogelpmürte genommen Verden. be- 
Michnen mit i^^fii^tk Koordinaten des Punktes nnd mit 
seinen ersten Parameter, sodaB also 

und schreiben; 

K — K ^ —K 

— (1234); \ =■ (2314); — (3124). 

Wir setzen femer die Koordinaten HjiH^ts^ de« Speew a ^ 
beiw. gleich den AnsdrHoken 

nnd schreiben srnr Abktlnning: 

[kl] = u^u^ + + w^l^i; 
dann besteht die Beziehung 

(l + M*)(l + i,^I) 

womit sugleich das Sjmbol Y^ki} unzweideutig erklärt isti wem 
man auf der rechten Seite unter VT^ eine bestimmte unter dsa 

beiden komplexen Zahlen versteht, deren Quadrat gleich 1^ iii 
Setzt man noch 

fl, - ypS] vT«]; Pi-Vil2'iy\U]; - V[23] ]/Üii, 
so gelten die Beziehuugen: 

-'•-Ä' -''-s' -^-K- 
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Diese 3 Doppel verhäliiusge lassen tick sonach in bekannter Weise 
durch eines derselhen ansdrttoksn. Der absolute Betrag der 
ZtBhl d)| ist gleich dem entsprechenden Doppelverh&ltnis der 
abAolnt genommeneii Streoken P^ii« ihr Arcus gleich einem der 
KöBiusBoheii Doppelwinkel de« sphlxiMhen Yiereehs P^P^P^P^. 
Die Zahlen sowie die duroh sie definierten reellen Doppel- 
'▼erbftltmsse und Doppelwinkel neannen wir die SUikhm§»mvariMUen 
des Speerquadrapels 4fj|. 

36. Beseichnet man mit M^y beaw. die Momente der 

drei komplexen Geradenpaare (Nr. 15): 

(<%t («4» («11 (<'»1 O» i^V 

mit ^ die ans den Koordinaten t^i^t'^^^^^ik 4 ^P^^i'o gebildete 
YiorzeUige Determinante, so findet mau 




Offenbar bildet jede der Zahlen d^^ mit irgend einer der Größen 
susanunen das Tolle Invariantensystem des 8peerqnadrupels tf^ <s^ 0, 
gegenttber unserer F^, Es hajidelt sich darum, wie Torhin die 
9^ 80 auch die Jf^ durch reell konstmierbare geometrische Größen 
m ersetMo. 

37. Zu diesem Zwecke beseichnen wir mit den auf 0^ 
Uegenden Fußpunkt der kOnesten EnifiBmung swischen den 
fi^esran und 0^; haben diese Speere einen Pnnkt gemein, so 
koinzidieren die Punkte und in den Schnittpimki Femer 

verstehen wir unter (ij* die strecke P^P^y und es soi '^J' ^ 0, je 
nachdem die von PJ nach weisende Richtung mit der des 
Speeres übereinstinunt oder nicht Endlich setzen wir: 

Da dieser Ausdruck, den wir eine „Doppeldifferenz" unseres Speer- 
qnadrupels nennen wollen, otfenbar sein Zeichen wechselt, wenn 
man die ludices hklm zyklisch vertauscht oder iu uragokehrter 
Beihenfolge anschreibti so reduzieren sich die 24 Doppeldiffereuzen» 
▼om Zeiefaen abgesehen, auf die folgenden 3 yenohiedenen: 

die ihrerseits durch die Keiation 
verknUj^ft sind. 
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Dis gwnnttrisclie Befinitioti ^dsr Dof^peldiffiBrens ist aucli aa- 
wendb«r, wenn das Quadrupel ein oder zwei Paare antMaktischar 
Speer« enthält. Denn ist b. B. tf^ m ^ aatiiaktifch, so Tenteke 
man imter If irgend einen Punkt Ton «Ti, nntar JP} seine Tertikal* 
Projektion anf 9g\ dann wird der Ansdmok offenbar tob der 
Wiöd des Punktes gans nnabhingig. 

38. Die D<weld2fferenzeB des SpeerqnadnqMls hBogen mit 
den kompleisn Momenten durch folgende Sektionen msanunsn: 

Uit'sr Ktlatiünun lassen sich naih J iind ^ auHüseu, d. h, die 
Alomente J/^ können als lineare honiügene Ausdrücke der Gröüen 
jDqZJj Dg dargestellt -werden, deren Koeffizienten Richtungsin Varianten 
sind. Eino Ausnahme ündet nur in dem falle statt, dafi die 
Gleichungen bestehen 

Ton denen jede die andere mr Folge hat und die ausdrflokeB, daB 
eines der drei DoppelTerhIltniase and infolge dessen alle drei 
reell sind, also die 4 auf der ISinheitakugel % li^gendan Ansbitl^ 
punkte P| der diuroh 0 su den a^ sjstaktisoh geiogeaen Spe^ 
demselben Kngelfcreise angehören. Beceichnen wir in diesem 
letstersn FaUe das Qttsdmpel als ^eziell'*, so kflnnsn wir 
sagen: 

Für ein aUgemcinvs Quadyuj/d von Speeren uird das vcU$ 
System absoluter Invarianten gegenühu tUr Gruppe Tjg alUr l'üm- 
pk'X' n Bi. iL t fjioujm durüi irgend ztcei von dm MÖBiusschen Doppti- 
verhälini '^< yi und Doppel fHfikeln des sphärjsrhen Vttrtcks PiP^P^Pi 
%md durdi irgend m^fi der Dvj^inidtfferenzefi DqD^B^ dargeiieJU, 

39. Wir betrachten jetzt ein spezielles Speerquadrupel 

und nehmen zunächst an, daß der Kugellcreis der die vier 
Punkte Pj^ enth&lt, kein Großkreis sei, d. h. daß die 4 Speere tf^ 
nicht zu ein und derselben reellen Sbene parallel laufen. Es 
bedeote F das auf der kleinereu Kalotte Ton % liegende sphärische 
Zentrum des Kreises JT, ( den Kosinus des sphftriseben Badins 
von JT, <r den Speer OP, e irgend eine in 9 senkrechte reelle 
Ebene, Qk ihren Durehstofipunkt mit dem Speer erj[ die 
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V«itika]|Nrqj6kti<m ton <Sk auf di« Ebene endlich Ck den in e 
Hegenden, durch Qi gehenden imd zu senkrechten Speer, 
dessen Siebtung so gewühlt ist, daß die Ai>f<nnanderfolge der 

3 Speere ff^tf^'^ dorn Koordinatenkreuz XYZ analog orientiert 
erBcheint. Zeilegt man dann das kompleie Moment if^ in seinen 
reellen nnd imagmBren Bestandteil: 

und bezeichnet mit bezw. die den Da analog gebildeten 
Boppeldifferenzen der beiden Speerqnadiupel c^a^c^ai nnd 0i tf^^tfa 
so findet man leicht die Beziehongen: 

(2) M, = ^^y^P^j), » 

Do : Dj ; i>, I>o : i>i : 2>i — D^' : D^' : D^' «• j»^ ip^ : j),. 

Für ein spezielleB Qnadmpel von Speeren, die nicht derselben 
reellen Ebene parallel sind, besteht also das volle System absolnter 
LiTarianten ans irgend einem der drei reellen DoppelwhSltnisse 6^ 
nnd einem der 3 Zahlenpaare: 

40. Diese reell-geometrische Dentnng der Invarianten eines 
speiiellen Qoadrapels Tenagt dann nnd nnr dann, wenn die 

4 Speers 0^ derselben reellen Ebene e parallel sind. Ist jetzt 
die sn e parallele dnreh gehende Ebene, ihr Dniehstodpnnkt 
mit ixgend einem m e senkrechten Speer tf, so wird Da ~ Da nnd 
an Stelle ton (3) tritt die Olriehnng 



• • . . C13) . . (24) ' 

sowie die durch zyklische Vertauschung von 1, 2, 3 hieraus her- 
Yorgehenden Relationen für M'^ and M^, Hierin bedeutet M 
den Ausdruck: 

■ff--5'(-l)**"^'«l«i«»(i'«)5 

Q^Qf ist eine positive oder negative Strecke, je nachdem die von 
nach Qi weisende Bich tun g mit der von a übereinstinunt oder 
nicht; femtr soll biu {pq) ckii positiven oder negativen Sinus des 
Winkels der Speere und 0^ bedeuten, je nachdem die 3 Speere 
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Oytfjö dem Koordinatensystem aualog orientieri sind oder nicht. 
Die Indices f^ lp<j stellen jedesmal eine Permutation der Ziffeni 
1 2 3 4 vor, und die Summe erstreckt sich auf 6 Glieder, indem 
jedet dar Paare kl und |>g die 6 Aanabmen 

12, 13, 14, 23, 34, 42 

dnroblinft. 

Damit nnd ftr 4 Speera 0^, tob denen keine iwei syntak- 
tiich Bind, die abeoliiten Inyarianten gegenüber der Qmppe F^^ 
in allen Fallen durch Gr()flen von geometrisek ein&cher Bedeuiiuig 

dargestellt 

41. Ans diesen Resultaten folgt nebenbei: Gehören 4 Speere 
demselben Zyklus .in, so versch\sinden alle ihre Doppeldiflerenzeu. 
Dieser Satz ist unikt^hrbar, wenn das Quadrupel nicht speziell 
ist; in di«'.sem letzteren Falle gehören die 4 Speere dann und nur 
dann demselben Zyklus an, wenn außer den Doppeldifferenzen 
Da (und Dk) aueli noch die oben deHnurUm Doppeldiöerenzen 
Da' (bezw., i'alls die derselben Ebene parallel sind, der Aus- 
druck //) verschwinden. Ferner tolgt: Damit 4 Speere durch 
komplexe Bewegung in 4 Speere derselben reellen Ebene überfiikr- 
bar seien, ist notwendig und hinreichend, daß das Quadrupel 
fpesdeU sei and die Doppeldifi'erensen D* (besw. der Anedrock ü) 
▼ereohwinden. ^) 

42. Vier Speere tf^, von denen zwei, etwa und ö^, tjnr 
taktisoh sind, besitsen gegenlkber der Qmppe U06 noch 2 na* 



I) Diejenige üstergnippe Fg nnserer T,,, welche die 8p^re 
einer reellen Ebene e unter sich vertauscht, ist auch Untergruppe der 
LiMchen F^^ reeller Berühnmgstxansformationen, die alle Kreise in 
Kreise überführen. Diese Speertranaformationen der Ebene e hat 

E. Lagierke (Kecberchcs sur la Geoindtrie de Direction, Paris 1885) 
unter dein Namen .,transformatioii3 par directions r^ciproques" studiert, 
ohne je iorh obiijön Zusammenhang zn erkennen. (Vgl. hierüber 
C. Stju'ilaäos, Par. 0. R. 92, p. 1195 (1881)). Die eraeugerHe Trans- 
formation Laoushkss ist einfach die Spi^elong an der komplexen 
Ebene 

«tsß ßy -\- iyz 4-^ — 0, 

worin a^yö reelle Zahlen bedeuten uad die Ebene e als xy- Ebene 
f^ewählt ist. Vier Speere <t, der Ebene e besitzen gegenüber dieser 
LAGLEKRKbchcn l\ zwei invaniinieu, nundich eines der 3 reellen Zakien- 
paare ^J^, D^). Die Invariante D^ bezeichnet Li.ausHRK als ,4ongi- 
tode^ dee Qaadrapels 610^0^0^ «,BuSl. 800. Math. 8,aoo (1880)). 
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sbhlngige reelle, abo eise komplm lawiaiite^ für dU min den 
Ansdniok 

wählen kauu, wuhrend das komplexe Moment M^^ iUusoriflcb wird. 
S«tzeii wir ferner 

Jf - M ' + iM'\ 

SO wild die Doppeldiferenz gleich — Jf % dagegen und J)^ 
nnbestimml Es seien wie früher Pi^sP« die auf der Kugel » 
gelegenen Ans triHepu nkte der Speere, die durch 0 zu ^109(^4, 
syntaktisch gezogen werden, femer P ein reeller Punkt auf er,, 

P' seine Vertikalprojektion auf Cj. Zieht man durcii den 
Kugelpunkt zu dem Speer PP' einen syntaktischen Speer, so 
berührt die>,er die Kugel x in P,, bestimmt also einen zu dem 
Punkte uiieudlich benachbarten Punkt J'^ der Kugelfläche x. 
Dann ist der Arr^ns der komplexen Invariante gleich einem 
der MöBiusschen Doppelwinkel des sphärischen Vierecks PjPjPjjPj. 

Wir betrachten weiterhin den Fall, daB tfj za <s^ und ebenso 
^3 zu 6^ syntaktisch ist. Da es cx>^ solcher Quadrupel gibt und 
jedes derselben co' komplexe Bewegungen (Translationen) ge- 
stattet, so existieren auch in diesem Falle 2 unabhängige reelle« 
ilso eine komplexe Inyariante, ftlr die wir unter der Annahme 
dafi die ZshlMi ^ift^t ^^^^^ ißekh «^v^^f und ^9$iif$ gleich 
v^v^w^ flönd, den Äusdinok 

^ m — 

wihlen kennen. Beseichnet d den Abstand der Speere 0|e|, 
d' den der Speere tfgcr^, co den Winkel der beiden Richtungen 0^ 
uid 80 findet man fOr den absoluten Betrag ▼on J" den Wert 

Haben die auf der Kugel n Hegenden Punkte P|, die oben 
erkürte Bedeutung und sind P, Q beliebige Punkte auf dj beiw. e,, 
P", Q' ihre Vertikalprojektionen auf besw. tf^, bestimmt man 
ferner auf der Kugelfi&che a die su besw. P| unendlich be- 
nachbarten Punkte P| bezw. P^ so, daB die Speere P^P, und 
P,p4 zu den Speeren PP' besw. QQ' syntaktisch sind, so ist 
der Arcus der komplexen luTariante / gleich einem der Mduua- 
Vaib.^]qrt. KiMM im, 28 
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leben Doppelwinkel des sphärischen Vierecks F^F^P^P^. d- k bii 
aufii Z«idieii gleich dem Winkel, den der dnroh gebende imd 
den Speer P^P^ berOhrende qcientiflrte Eugelkreis mit dem Qgm \ 
P^P, bildet 

Dimit ein Speerqnadntpcl c^^^o^^^f in dem di» drei entm 
(resp. alle vier) Speere syntahtiich Bind» in ein analoges Quadrupel if 
dnrob komplexe Bewegung IlbeffBhrbar sei, irt naek Kr. 34 notr 
wendig und binreiidiend, daA die Puralleldreikante Oj^e^ md 

ajöjöj (resp. die betreffenden Vierkant«) direkt ähnlich seien. 

Als Invarianten, eines derartigen Quadrupels erweisen sich sonach 
die in den betreffenden Dreikanten (resp. Vierkanten) auftretenden 
Fl&chenwiiikel 

Durch die Betracbtnnpen dieser Nr. sind auch för alle 
diejenigen Falle, in denen unter den gegebenen 4 Speeren sjn- 
taktische vorkommen, die QuadrupelinTariiuiten geometiisdi 
cbarakteriBiert 

München, im Oktober 1903. 



DmMitle «Uiit 11. t IMAl 
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Johannes Wislicenns« 



Von 

W. OtTWALD. 

Hochgeehrte Veraammliingl 

Indem ich mich anschicke, erhaltenem Auftrage gemäß Worte 
der Erinnerung und des Dankes an unseren dahingeaehiedenen 
Johannes WiSLiOENUß sprechen, fÄhle ich lebhaft, wie wenig 
diese Worte Ihnen sein können. Ist doch niemand in diesem 
Kreise, der dem Verewigten nicht porsonüch nahe gestanden hätte, 
sind doch viele unter uns, die ihn Freund nennen durften. In 
all diesen Herzen lebt ein so frisches und reiches Bild des Ver- 
ewigten, daB es eine undankbare und vergebliche Mühe wäre, 
dieses Bild noch frischer und reicher gestalten zu wollen. Ja, 
auch dem Fementehenden, der nur ein- oder das anderemal mit 
WiSLiomm rasammengetroffen sein mi^, hat sich sein Bild jedes- 
mal immer tiefer eingeprftgt, denn er gehörte za den HibuMtii, 
die geistig und leihlieh eioh auf den ersken Blick ans ihrer üm- 
gehnng herroriieben. 

Ah«r die GeseUaefaaft der Wiaaeaaehaftea hat eine weiter- 
mdhende Axi^gtSbt va arfUlen. Bs handelt eich sieht nur danun, 
dem huagjihrigen llitgliede, dem Mamae, der in arheitereieheii 
mid TeraatwortoBgiTollen Zeiten die hfiöhste Wfirde heUeidet hat, 
die lie vergeben kann, in feierlicher Yemmmhuig den leirten 
Dank ftr alle die Arheat tmd FSrdemng naidunrofea, die er ihr 
erwiesen hat Es gilt yiefanihr, auch den nadiwachsenden Ge* 
sohleehtem das Büd dieses Hannes lebendig sn halten« und dwüh 
die Würdigung dessen, was er der WiassitBohaft nnd nnseier Ge- 
sellschaft geleistet hat, etwas zn der Danerwirkimg beizutragen, 
die ein jeder von uns an seinem Teile erstrebt. 

Keicher iind mannigfaltiger als sonst ein Gelehrtenleben, 
.haben sich die Schicksale von Johannes Wx&ucknus, namenüich 



Digrtizeo Ly <jOOgIe 



412 



W. OtnriSD: 



der ersten H&Ifte seines Lebm, gestaltet Als Sohn das luthe- 
riseben F£uren Gustav Adolf Wiacioiinjs wurde er am 24. Juni, 
dtm Jobannistage des Jalires 1835, za Klem-Eiehstftdt geboren. 
Ftat ein jeder Yon uns Imt im Yorftbeirfiüireii Ton der Tlifiriiiger 
Eisenbahn ans einen Bliok auf das beseheidene Ddrüchen an dar 
Saale geworfen, wenn bei den gemeinsamen Fahrten nadi KOen 
WiSLionrus mit sichtbarer Freude nns die Stfttten seiner ^jUlAr 
liehen Kindeijahre wies. Im Jahre 1841 aedelte die Familis 
nach dem nahen HaUe Uber, wo dar Tatar am Ffanamt an dar 
Neumarktkirche übernommen hatte. Seine freisinnige Oesinnung 
und deren offc dc Betätigung brachten ihn mit der vorgesetzten 
Kirchenbehörde m Konflikt; 1846 wurde er wegen unchristlicher 
Ansichten seines Amtes enthoben, und 1853 wurde er wegen 
cmes Werkes, „Die Bibel im Lichte der Bildung unserer Zeit", 
sn zwei Jahren Gefängnis verurteilt. 

Man kann sich leicht vorstellen, welchen Eindruck diese 
Ereignisse auf den feurigen und geistvollen Jtingiiug machten. 
Johannes hatte inzwischen die JEtealschnle der Franckeschen Stif- 
tongen in HaUe dorohgemacbt und seine natarwiseensehaftlichen 
Studien an der Hailesehen Universität begonnen, als zu te 
Sorgen und Entbehnmgen, denen die groAe Familie des steUenlosea 
PfiMTSES ansgesetrt gewesen war« noch dies Antaste tni ffiar 
galt es, das üngswöhnliehe an wagen. Gvstay Adout WnuaBn» 
«ntsog aioh dar drohenden Karkethaft durah die 'Fhadit nach 
AwMirika, nnd JoBamns hatte die Famiüe dem Tatar nachmhringeB. 
Dieser Au%abe sialltan sieh FEhrliehkaitan aller Art entgegen; 
so brach auf dem SchüTe wShrend der Fkhrt die Cholera aoi, 
und es mufite nach England zurückkehren; dort versiegten die 
kai'gen Mittel der Faniiiic, und der faöt noch in den Knabenjahrfeii 
stehende Jüngling hatte einen Lebenskampf zu bestehen, dem 
mancher Mann unterlegen wäre. Er hat ihn erfolgreich best-anden, 
und die früh unter fsrbwprer Verantwortung bewährte männüche 
Beife und Energie erklärt uns den Zauber, der von seiner Per- 
sönlichkeit ausging. 

In Amerika war es wieder der junge Joba2{nb6, auf dessen 
Schultern die Sorge um die Familie in der Hauptsache lag. Die 
kaum erworbenen chemischen Kenntnisse mnAten hierfür die Mittel 
bieten; als Assistent des Professors Hobsford in Cambridge bei 
Boston nnd spiter als Leiter sineB selbständigen üntersofllinngs- 
laboratoriimis in New-Tork snahte er sein Wissen sn wwwtea. 
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Nach zwei Jahren wurde es der Familie ermöglicht, nach Europa 
zurückzukehren. Zwar Deutschland blieb dem Vater verschlossen, 
so wnrde Ztirich zum Aufenthalt gewählt. Johaxnt.s aber ging 
nach Halle zu seinem Lehrer IIeintz zurück, desaen Privatassistent 
er schon vor der Heise gewesen war, beendete dort seine Studien, 
erwarb auf Grund einer experimentellen Arbeit über ein basischrs 
Zersetzungsprodukt des Aldehjdammoniaks im Jahre 1859 den 
Doktorgrad und betrid» darauf seine Habilitierung an der Uni- 
▼ersit&t. 

XMeee sollte ihm indessen nur unter der Bedingung gestattet 
werden, daft er «ioli aller öffentlichen politischen Tätigkeit ent- 
hielte. WnuaBHUS wies diese seinem Freiheitssinne unertrftgliche 
Zfmuinng surtsk und wendete sidi wieder naoh Zürich, wo er 
im folgenden Jahre ikh fttr das Faoh der Chemie habilitierte^ 
In schneller Folge erhielt er Lehranffcrftge an der hantonalen 
Indnstneiohnle, an der Univenitit und sehließlicfa am eidgenOs- 
■iohen Polytechnikum zu Zürich; 1S71 wurde er Direktor dieser 
Anstalt» nachdem er 1867 warn ordentlichen Professor an der 
UnxTersüIt emaant worden war. Im Jahre 1872 konnte er mit 
hohen Bhren in sein Yatedand znrflckkehren; in dessen eben er- 
reichter Einheit er die Triume und Hoffiiungen seiner Jugend 
▼erwiiUicht &nd, indem er als Nachfolger 8tbbok>bs auf den 
Lehrstuhl der Chemie in Würzhurg berufen wurde. Im Jahre 
1885 endlich wurde er der Nachfolger Kolbes am chemischen 
Universitätslaboratorium m Leipzig. So hatte das Schicksal ihii 
nach weiten Umwegen wieder in die nächste Nahe des Ortes 
seiner Greburt und seiner ersten Studien geführt und den Kreis 
seines Lebens räumlich geschlossen. 

Gemahnen uns in dieser Lebensgeschichte die Ereignisse der 
Jugend an Zeiten, die wir jüngeren uns längst im Nebel der 
Feme zu betrachion gewöhnt haben, so erinnern uns auch die 
wissenschafiiiehen Arbeiten aus Wiölicenus' .Tii^*^nd an Zeiten, 
die dem Bewußtsein des heutigen Chemikers noch weiter zurück- 
zuliegen scheinen als jene Ereignisse der politischen Geschichte. 
Denn die Chemie hat in dem halben Jahrhundert, welches seit 
jenen Arbeiten vergangen ist, schnellere Fortschritte gemadbt als 
irgend eine der benachbarten Wissenschaften. War doch eben 
erst durch die glanzvollen Arbeiten der LiEBioseben Epoche die 
Ofganische Chemie als eigene Wissenschalt begründet worden, die 
dann in nnwidentahlichem Vordringen sich bsld der gesamten 
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Chemie bemächtigen sollte, um erst wieder in unseren Tagen 
zöge nid in die Reihe der Schwestergebiete zurückzutreten, durch 
deren gleichformi£rps und gemeinsanips Zusammenwirken allein die 
chemische Wissenschaft ein dauernd lebensfähiger Organismus wird. 

Wir besitzen von Wislicenu:^' eir^f nei Hand, in seiner Denk- 
schrift auf seinen Lehrer und Freund Hftntz, eine lebendige 
Schilderung der eifrigen Kämpfe, die damals zwischen alter und 
neuer Chemie tobten, und die wie immer zu einem SiQge dee 
Neuen führten, der sich schliefllich aber doch als ein 'VoHAmi^ 
gehender erweisen sollte Denn auch das Neue wird zu sei aar 
Zeit alt, und bei einer in so lebhafter Entwicklung begriffenen 
WiiMDSchaft wie die Chemie tritt dieser Wechsel schneller ein 
ab soBBi. Pflegt doch bei uns eme UmdMiiMitale Weadiuig oiebt 
einmal die LebenBdaiier eines emielnen MaimeB abiawtxien; jed«r 
Ohemiker, der du durdudhmtiliohe Lebemaltar dnidmiiAIr^ hak 

Haie feine Wisaaniohaft tqo Grand ani 

nmlenien müssen. 

Ebenso stttzmiadi wie die poliluoben VerhlltBiiie -waren also 
damals auoh die chemiselien. Im Änscbluß an die Cfarvndgadaafcen, 
mit denen Birseliub snm enien Kalo die gesamte nhemiscihe 
WiBsensdiaft sn einem zasammenh&ngenden Ben geordnet batte, 
hatte sich der Begriff des chemischen Radikals als vergleichbar 
dem des chemischen Element-s entwickelt. Aber schon zwischen 
Berzglil'U imd Lii:bio war trotz alier Eemühunc^en . ihn zu ver- 
meiden, mit einer last iiaturtresetzlich bertÜircndeu Notwondigkeit 
ein unlösbarer Widei^spruch auagebrochen, und wieder über Liebigs 
und seines Zeit- und Arbeitsgenossen Dumas Ansichten hinaus 
hatten der ElsÄsser Giivjiärdt und der Franzose Laueent die 
Fahne des Aufruhrs erhoben. In diese Zeit hinein fielen die ersten 
wissenschaftlichen Arbeiten von Johannes Wislicenus» und wir 
sehen ihn alsbald neben seinen experimentellen ünter^'uehnncren 
eine theoretische Arbeit über die gemischten Typen auf den 
Kampfplatz werfen. Es bedarf nicht erst der Nachricht, daß er 
sich ganz und gar den Neuerem anschloß; doch enthielt die Arbeit 
außerdem einen Versuch, die kaum geklärten neuen Vorstellaligen 
bereits im Sinne ihrer Weiterentwicklnng sa bearbeiten. 

Hiermit ist denn auch der Grundton aagsgeben, auf den die 
Melodie seiner wis^nsidiafUieheii Arbeiten gestimmt blieb, ebenso 
wie in jenen Ereignissen seiner Jugend der Gmndtoii für die 
Symphonie seiner PeraOoUohkeil gegeben war. Dar ürgmriBehm 
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Ck m me gMii das Werk annes Lebens tu, und wenn die Freiheit 
«nnee Denkens und die Weite seines BHokes ihm bis in sein Alter 
die Fl]i^|k«it ethslten hatten, den neuen Wendungen in der Eni- 
wioUong semer geliebten Wissenschaft mit freudiger Teilnahme 
in folgen, so hat er die eigentUdhe i^xbeit seines Lebens doch 
auf dem Aelur der organisehen Chemie getan. 

0iese Arbeiten lassen sidi um drri Hauptprobleme ordnen, 
wobei natflrlich zwischen den drei Gruppen noch mannigfaltige 
Verschlingungen bestehen; gie fallen zudem der Hauptsache nach 
mit den drei Perioden seines äußeren Lebens zusammen. In Züücli 
btigiimen die Arbeiten über die Milchsäure, die sich unmittelbar 
an jene vorher erwähnten theoretischen Untersuchungen anschließen. 
In Würzburg ist ©s die große Gruppe der Acetessigesteraibeiten, 
welche Reinen wissenschaftlichen Weltruf V^PLnlinden, und in Leipzig 
bilden die lijoinerierrscheinungen urjgesiittigter Verbindungen und 
die damit znsamnun bringenden Probleme der „geometrischen'"' Iso- 
mene emen neuoa Höhepunkt seiner wissenschaftlichen Tätigkeit, 
der sich zu einer Zeit entfaltet, in welcher andere Forscher bereits 
ms Ausruhen zu denken beginnen. Und wie in seinem äußeren 
Leben, so ftlhrt auch in seiner wissensohafUiohen Arbeit ihn das 
Ende wieder in die Kähc des Anfanges snrück. Seine letete 
Arbeit, die er, obwohl bereits leidend, noch mit seinem ganzen 
Feuer und seiner ganzen IVeude an dem wissensohaftUehen £r^ 
gebnis an dieser Stelle T o rget r sg e n hat, die Untennflknng Aber 
die goomefansefa isomeren Dimethylathjlene, behandelt das gleiche 
IVoUam, dessen Wichtigkeit ihm saerst an der Ifilebsfturearbeit 
ausgegangen war, und dessen mögliche Lösung er bereits in jenen 
weit surttekliegenden Arbeiten angedeutet hatte. 

In jenen ersten Arbeiten Uber die IGlchslure und die daran 
sich anscUieBenden Stoffe waren es anfiuigs Fragen Uber die 
AuflSMSung der Verfauidungen mehrwertiger Radikale, welche die 
Wahl dieses besondersn Arbsitsgebietes veraalaßten. Bald aber 
▼eieehob sieh der Gesichtspunkt, und das Jw iner i ^prgdfewt, die 
Frage, wieso es möglich sei, daß gleich zusammengesetzte Ver- 
biiidußgcn varschiedene Eigenschaften haben können, und welchen 
Gesetzen diese Verschiedenheiten unterliegen, trat ihm m den 
Vordergrund, um fiir immer dort zu bleiben. Welche Bedeutung 
gerade diese Frage für Wislicenus besaß, geht daraus hervor, 
daß M sie wiederholt zum Geg^enst.inde allgemeinverständlicher 
Barsteliungen wählte. So hatte sich ihm schon firüh bei seueu 
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miohsinrestudicn die Erkenntnis aufdrängt, daß die ebin w 
ihm theoretifloh dnrohgearbeitetenf gefarftnohlichen Auffassungen 
Aber die iBomerie nicht »nareiolieiid wirm, um die beobaehtetea 
TatBaohen damBtellai, and er forderte dne Entwicklung der 
bisher »nf der Ebene des Papiers daigestoUten Stn i k t urtonn ala 
der chemischeB Yoibtiidiiiigeii sa rftumlichen DentoMungep. 

Das Pkoblem, tarn das es sieh hier handelt, irttide in all- 
gemeiner Anfliusimg so heiBen: wekhe Haimigfaltigkeit nmfi enier 
▲bbildang ertettt werden, damit die Mamugftltigkeit der eheimanhen 
Isomerieersefaeinangen durch sie voUstSndig dazgeetellt wird? In 
eoldier Allgemeinheit stellte noh Wibuohrds dto Frage nicht 
Er war, wie alle seine Zeit- und Fachgenossen, überzeugter Ato- 
mistiker, und wie alle seine Überzeugungen war ihm auch diese 
nicht nur \ erstandes- sondern auch Herzenssache. Viele unter 
uns werden sich seines warmen Eintretens fUr die Atomistik ge- 
legentlich seiner hiesigen Rektorat sn cle erinnern, als er sie durch 
gewisse neuere Eni wir klunc;' n der Wissenschaft bedroht fand. 

Einen V; rsuch, selbst jene gpfor Irrt o Ausdehnung der chemischen 
Formeln in den Baum zu nnt/ rnt bn^pn , hat er zunftcbst nicht 
gemacht. Die Übersiedlung nach Wiirzlung lirarhte mit d*>r Ver- 
mehrung der Schülerzahl die Forderung, für entsprechende Arbeiten 
zu Borgen, und so entwickelte sich jene gl&nzende Gruppe syn- 
thetisoher Forechmigen, die sieb um den Acetessi gester schlössen. 
WiSLiCBMüS fand, daß dieser Stoff eine sehr leichte teilweise 
Vertietong seines Wasserstoffs durch Natrium gestattete, und daA 
die so erhaltraen Natriumverbindiingen ebenso leidit mit Halogen- 
Torliindiingen aller Art reagierten; die dabei entstehenden Produkte 
entspradiSQ einer „Kohleostoftynthese'*, d. h. sie entbiellen mehr 
KohlenstoAtome in ihrer H olekalazformel, als die Ansgeagastolfo 
enthalten hatten. Derartige Beaktionen waren damals reckt seltai 
vnd meist schwierig nnd nnToUkommen ansftthrhar, nnd so wurde 
eineKohlenstoffiirynthese sosnsagen als dasHeisterstfiek deaOigamken 
angesehen. Hier war auf einmal ein Tor geOftiet, das an sahl- 
losen syntiietisohen Pkodnkten den Zugang ennSgliohte^ mid dahsi 
gleichseitig Verbindnngen ergab, deren Konstitatioii mehr oder 
weniger bestimmt dnreh die Synliiese selbst gegeben war. So 
ergoß sidi denn miter der begeisterten Mithilfe eines bestindig 
wachsenden Schtklerkreisee eine reiche Ffille entsprechender Ar- 
beiten über die staunende Chemikerweli und verbreitete den Bubm 
des Entdeckers und Lehrers in die weitesten Kreise. 
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InswiaelMii w»r te (seiadneit IkgengeVlielrene Gedanke Von 
der r&umliohen DersteUung der ehemiachen Formeln nnabhlngig 
in ernem eaderen Kopfe entstanden nnd dort nir Beife gebraeht 
wofdoL Jakobüs Hmnioüa ▼ax't Hoff, damala kanm den 
Btodenteigaliren entwaohaen, hatte ihn er&ßt und In fleinen Haupt- 
lOgfiii dorchgeftthrt; dabei hatte sieh erwiesen, daß er in der Tat 
das m leisten Tennocihte, was WisuoEHüB von ihm erwartet 
hatte. Dieser nahm den Fortschritt mit Wirme auf und ver- 
anlaßte seinen Schiller Hermann, van't Hoffs Schrift ins Deutsche 
zu übersetzen Zu nächst erntete Wislicenus geringen Dank hierfilr; 
die meisten Fachgonossen ließen diese Hervorhebung der Arbeit 
des völlig unbekannten Holländers dem verehrten Kollegen als 
liebenswürdige Schrulle hingehen; andere, unter ihnen der damalige 
Chemiker an imsprer Universität, Hermann Kor,Bp;, sahen darin 
ein wiasenschaftlirhps Vergehen, das dip strengste Küge verdiente, 
äo blieb auch dieser zweite Vorstoß zunächst ohne weitere Folgen 

Inzwischen aber hatte van't Hoff unermüdlich an der Ent- 
wicklung des Gedankens weiter gearbeitet, und ebenso hatte 
WiSLiOBKUS seiner Anwendung auf das Isomerieproblem eine immer 
größere Aufmerksamkeit gesöhenki Diese Axbeitea fallen zeit- 
lieh mü seiner Übersiedlung nach Leipzig zusanmen, nnd sie 
wurden znssmmengefaßt in der berühmten Abhandlnag fon 1887: 
Über die rinmliehe Anordnung der Atome in organisohen 
JColekulen und ihre Bestimmung in geometriseh*isomeren 
ungesftttigten Verbindungen, die das erste Heft des vier- 
aehnten Bandst unsever Abhandlungen bildet Die Aufinerksamkeit, 
wakfae diese Arbeit in den weitesten Kreisen der Faehgeneesen 
onrsgte, llfit sldi sehoa iufierlioh dsran erkennen, da0 die erste 
Auflage des Heftes in kuner Zeit vergriilen war nnd ein iweiter 
Abdruck sieh als nötig erwies: eine Erschsinung, welche an 
unseren Abhandlungen aufierdem nur bei Wilbblic Wnusna elektro- 
dynamischen Maßbestimmungen eingetreten ist 

Mit dem Ausbau der hier niedergelegten Gedanken hat sich 
WiftLiCENUS bis an sein Lebensende beschäftigt, und er hat seinen 
in Leipzig noch größer gewordenen SchtÜerkreis in gewohnter 
Weise mit dem gleichen Interesse zu erfüllen gewuBt. Haben 
sich auch nicht alle Vorstellungen widerspruchsfrei durchftihren 
lassen, in welche er damals die Tatüacheu zusanHuenzulasser ge- 
sucht hatte, so ist doch durch diese Foi'^chnngen ein großes liitjt 
der Wissenschaft erschlossen worden, au dem die Chemiker vor- 
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hm mit einer gewissen Sehen forftbenttgehen pflegten, w«l mia 
wuBtBv d«0 dort Widenpfflohe gegen die üUiehe Anf&wmiig rag» 
binden wearaiL Denn damnls war noeh weniger ale Jetei die 
geecUehtUdi leiebt in belegende Taieaefae bekanntt dafi det^ 
artige nnzegelmtBige Stellen am Baume der "Wiaienacliaft die 
Pnnkte beaeicbnen, an denen denuiebrt eine Kneepe nad apifar 
ein neuer Zweig noh entwiekeln wird, 

Oieee Andentangen mfleaen genügen, um die wiaeenaehafUieba 
Tfttigkeit nnaeree dabingeeeMedenen liitgUedee in kenninefaiuB, 
da eine ersebOpfende Daretellang aeiner ^ielTenweigten Arbeitai 
an dieser Stelle nicht ausführbar ist. Sie geben nur die Leit- 
gedanken seiner Arbeit, lassen aber deren Reichtum und Aus- 
dehiiuiiL: nicht erkennen. Daß beide sehr groß gewesen sind, 
ergibt bicli bcreita aus der Tatsache, daß er ungezählte Schaler 
in die Wissenschaft cinfühi-te und ihre ersten selbständigen Schritte 
in der Doktorarbeit leitete; eiiif solche Tütigk^it ist nicht ohne 
eine reiche Betätigung der SchaÜ'enskraft wissenschalUicher Ide^n 
denkbar. 

Hiermit ist nun auch eine Seite in Wisi.icenus' Wesen be- 
rührt, die ihm noch mehr am Herzen lag, als seine W^issensch&ft 
seihst: dies war seine Lehrtätigkeit. Das Eindrucksrolle, 
Fees^de und Gewinnende einerseits, das Gütige und Hilfsbereite 
andererseits seiner Persönlichkeit hat sich wohl nirgend reir?oUer 
betätigt, ale in seinem Verkehr mit den Schülern. Nieht nur 
im Laboratorinm, aondern aneb weit darttber binans fblgte asine 
Teilnabme denen, die sieh seiner Ffibrang auTartrant battes. 
FlaUtige Studenten dondi Heraniiehep tarn nlberen Yerinbr m 
belobnen, trige dnreb kriflage nnd kriltigtte Ifittel svr AxWt 
benmafudeben, erfolgreioben Scbfilem an guten Stellnngen im 
späteren Leben an Terbelfen, entgleiste Existenaen wieder in 
regelmlAigen Gang an bringen — wer ktante alle die Arien neanaa, 
in denen sieb seine Liebe snr lernenden Jngend knndgab? Kein 
Wunder denn, daß die Studenten ibretseita mit sobwirmarisober 
Liebe und Verehrung an ihm hingen und dies bei jeder Gelegen- 
heit betätigten. Mit seiner ungewöhnlich stattlichen Erscheinung, 
ein Zeuskopf auf einem hohen, breitschulterigen Körper, seiner 
kraftvollen Stimme, seiner gelegentlich in emster Gefahr be- 
tiitigt^n Unersihrockenheit war er der geborene Führer der 
Jugend, und er hat diesen Zauber bis in sein Alter zu üben 
gewußt 
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Es ist natürlich, daß ein dergestalt begabter Mann auch 
überall, wo er sich betätigt, das Vertrauen semer Fach- und Aiats- 
genossen zu erringen weiß. So hat er an alleu Stätten seiner 
Tätigkeit sich alsbald zu führender Stellung berufen gesehn. Aus 
Zürich schied er als Direktor des dortitjt n Polytecimikums, in 
Würzbtu^ hat er außer allen regehnäUit^^en akademi'jchen Ehren 
die ungewöhnliche Auszeichnung erfahren, zum zweiten Male Tiura 
Rektor gewählt zu werden, und zwar für das besonders schwierige 
Jubiläumsjahr der Umyersität. Ebenso hat er im Kreise unserer 
üniyersit&t und unserer Gesellschaft alle SteUnngen bekleidet, zo 
denen YortrMieii md Achtung einen Mann berufen kann. So hat 
er rnnoh von 1893 bis 1901 das höchste Amt in nmwrer Gesell- 
aehaft, das eines ersten SekretSrs in der natnrwissensohaiUioh- 
mathematlidien Klasse beneidet imd hat namentlioh wihrsnd der 
lofawierigea und Terantwortongsreiehen Yerhandlungen, welche der 
Qrfindong der Association der Akademien vorausging , die Kraft 
isiner liebenswürdigen Persünlichkeit bewlhrt In gleicher Weise 
hat die Gesellschaft deutscher Naturforscher nnd Änte^ die deutsche 
chemische Gesellschaft und der Verein deutscher Chemiker sich 
durch Wahl iu ihre höchsten Amier seiuü wühiwoilende Mitwirkung 
zu sichern gewußt. 

Das Bild seiner Fers<tiilirhktnt wäre nif^ht vollständig, wenn 
der Zug tätigen Gemeinsinn! s und begeisterter Vaterlandsliebe 
unerwähnt bliebe, die ihn erfüllten. Beide hat er in mannig- 
faltigster Weise bewährt. Insbesondere verwischte die Schöpfung 
des Deutschen Beiches alle die Schmerzen und Kränkungen, die 
er und die Seinen in den früheren iPerioden in Deutschland er- 
fiüiren hatten; die hohe Verehrung, welche er dem Fürsten Bis- 
nuurek und dem König Albert sollte, brachte er oft und gerne 
mm begeisterten Ansdmck. 

Wenden wir uns wieder sm dem Bilde des Gelehrten soiüek, 
so werden wir noch su fragen haben, wie er sich zn der dritten 
ym den drei Personen Terhalten hat, ans denen sich im all- 
gemeinen der dentsche Gelehrte snsanunengesetst Was er als 
Forseher und Lehrer war, haben wir gesehen; von seiner 
Tätigkeit als Autor ist weniger zu berichten. Geht doch ins- 
besondere bei dem Chemiker em immer größerer Teil der wissen- 
schaftlichen Arbeit statt in unmittelbare persönliche Leistungen 
in die Arbeiten der Schüler über, so daß das, was unter dem 
Namen des Forschers der Nachweit übergeben wird, oft nur einen 
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UoiiiAn TeU aeiMr Iieb«iinrb^ duaielli So iit m Ton tor» 
bermn nidit za erwarten, dtB neben dieeer MUgedelm t en Porwiiü 
und Lehrertitigkni äeh noch eliiB anigedeliiifte safaxifiBteOeriflek 
Bet&tigiing entwifikeln konnte. In te Tat hat «r ante da 
Berichten üben eeine gahiiwehen ExperimentiilnnteraiulningeD nor 
noch ein Bach allgemeineren Inhaltes TerOfltetiioht. Et ist diae 
eine Nenbearbeitung des von seinem Würzburger AmtSTor^^bigo' 
herausgegebenen Lehrbuciies der Chemie yoü Kegnault. Und 
als die Auflage erschöpft war, hat er nicht die Zeit gefunden, 
eine weitere zu bearbeiten. Wir werden nicht irren, wenn wir 
die Besclmftigung mit der l^'eder der ganzeri Einlage seiner Persön- 
lichkeit am wenigsten entsprechend ansehen; auch waren die 
Klagen über die Last des Niederscbreibens der inzwischen m- 
geetellten Untersnohnngen in den bevora t ehen d e n Ferien fast die 
einsigen ÄnAerongen des Unmutes, die wir Ton ihm hfirten. ~~ 
Suchen wir nnn eehlieftlidi die 8omme zu zieheo, ao wetdan 
wir in WiBUcnNua dnen der begnadeten Mftnner eikennea, 
deren Weien «einen Schweipiuikt in der nnnuttelbaren Wiiteg 
der PereOnlichkeit hat Nicht die Bildnng nnd DorchflÜuinig 
abstrakter Gedanken, sondern die Bet&tignng Ton tfensdh m 
Menseh ist auch in der Wissenaehaft seine Gabe und saine GrOte 
gewesen. Sind andere große Foonscher einem Stnribadi sa fcr- 
gleichen, der Felsen bewegt und Klippen dmpchschnaidet, nnd dir 
überall, wo er sich betätigt, die Erde formt nnd ihr die Spuren 
seiner Wirkung auipriigt, so gleicht er vielmehr der regenspen- 
denden Wolke, die in tausend Tropfen über v^eite Strecken Segen 
ergieüt und Fruchtbarkeit verbreitet. Scheinbar verrieseit sie; 
aber das grünende Feld verkündet, daB sie dagewesen ist 
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Von 
C. Ohün. 

Die Entwickelong der Universitäten in der Neuzeit bringt 
et mit tiflb, daA anoh in ihrem Pemnalbestaiid ein gewiaeer 
pravinsietller Ghuakterziig inflofiani sehwindeft» als Lehrkrifte immer 
seltener Warden, die, dem heimischen Boden erwachsen, bis an ihr 
Lebensende der LandesoniTerntftt angehören. Kaum aber dlirfte 
die Gesellsehaft der Wissensehaften Gelegenheit finden, noch ein* 
mal das Andenken eines Mt^edes zu ehren, dessen Familie 
doroh nidit weniger als drei GeneratioBen mit der üniTenit&t 
Leipzig eng yerbunden ist. 

Julius Victor Carub wurde zu Leipzig in einem Hause 
der Petersstraße am 25. August 1823 geboren und blieb der 
üniversit&t treu bis zu seinem im hohen Lebensalt-er von 80 Jahren 
am 10. März dieses Jahres erfolgten Tode. Sein Vater, Ernst 
August CArtts, wirkt*^ als Profef^or der Medizin an unserer Uni- 
versität und war der Gründer der ersten, späterhin von der Hoch- 
schule übernommenen Poliklinik. Der im Jahre 1807 verstorbene 
Großvater, Fbodbich August Casus, war Professor der Philo- 
sophie an unserer ünrrerBitit und der bekannteste Vertreter der 
Familie, Kabl Gustav Gabus, hatte den ersten deutschen Lebr- 
stohl ' der Tergleichenden Anatomie in Leipiig inne. Er wur eine 
fUmend beanlagte Natur, ein vielseitiger, aneli kitaistlerisch sieh 
beiitigender Foirsclier, der sich nnter dem EinfinS der SoBKiLDra- 
OKamohen Natur-FMlosophie seine eigene Weltanschannng sehn^ 
die fireiUcli nnr sa leiefat geneigt war, „das tatslohliolie Material 
in nntersdifttKen und sich mit aUgemeinen Abstraktionen von 
meist Sftfaetischer Ftarbong so beruhigend 

Von dem Vater ererbte Victor Cabus die Neigung zur 
Medizin, ¥on dem Groi^vater die philosophische Beanlagung, mit 
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8em«m AnTerwaadten liat er die lOologisokMa und kOnsUerischeii 
Intaresseii gemein. Er beeackte gemeiiiBain mit dem im Oabds- 
aehea HatiBe aafgenommenen Jugendfreund Mat >füLLEB^ dem 
■ptteran gefeierten Sanskrit-Forscher in Oxford, das Nioolai-Gjm' 
nuiom bis zum Jalire 1841 imd widmete sieh dmm an nneerer 
UniTwaitilt dem Stadium der Meditiii. Die Bemftmg des Vater» 
a]t ordentlicher Profeeaor der Oldrargie nadi Dcnpat gab daan 
AaUB, dort das Stndinm fortmeiaea aad aater dem EiaflaB mm 
BuoBBBT der irlUi erwaohtea Neigung ftr lootomiadie aad eait- 
wiekelqngsgeschiflhtlioheUaterrochangea nacbiagehea. Kiekt miader 
beitinmiend wirkte ia dieeer Biehtong der EiaflaB oaeem Ana- 
tomen Ebhst HimaiOB Wiebb, der Iba sn seinem Famolns wihlte. 
üm das mediiiniadie Stodivm absnackließen, kebrte Oamib aaob 
Leipzig zurack und beetaad 1847 als Assistent Ton Radius das 
Exameu ngorosura. Als Promotionsarbeit erschien dann 1849 
die erste Schrift, welche seinen Namen auch in weiteren Kreisen 
bekannt machte, „Zur näheren Kenntnis des Generationswechsels''. 
Die Wahl des Themas deutet von vornherein darauf hin, daß er 
mit Vorliebe geneigt ist, aligemeine fragen lu den Kreis seiner 
i3etrachtuiig zu ziehen und sie durch Spezi albeobachtnngen, die 
er im vorliegenden Falle an Distnmen \w<\ Apbulen anstellte, zu 
fördern. Ein von der medizmischen Fakuitüt ihm verliehenes 
Beisestipendium ermöglichte es ihm sodann, in näheren Verkehr 
la KöLLiKEB in Würaburg und zn Siebou> in Ereiburg m treten. 
Dem Einfluß von Max MBuj» mag es dann ioeh znzuschreibM 
sein, daß er 1849 zum ersten Male England aoteektt indem er 
die Stellung eines Prftparators am Musenm fttr Tergiakkende 
Anatomie in Oxford annimmt. Nach 2 Jabrea kahrt er aaok 
Leipmg sarflek aad habilitiert tidi ak Priwtdoaeai 1853 wiid 
er lom SttraordiaaKiaa la der mediiiaiaekea Mnilttt eaiiaaat 
aad begUitd^ dieaa Slalkng fam aa aaia Lebeaaaida^ 

Har «iamal wM dieaa via^Jikfiga Titighaife aa luiaaNr 
ÜntTanitit darek aiaa iBagava Abwaaeokait aularb roa k an, iadam 
ihm die ftr einen dentaohen Ftofeasor seltene Ehre tateil wird, 
ia Bdiabnigk wikiead dar Jakre 1873 aad 1874 ToitoaaagaB 
ftber Zoologie als Srsati Ar Wrnua THOwaoa, daa Leiter dar 
Tiatee-SqM^tioa daa »GkaQeaget* aa kalten. 

Sdae Vortrige aa unserer Universit&t betreffen von Tomheran 
das Gebiet der vei^leichenden Anatomie und Entwickelungsgeecbichte 
im weitesten Umfang. Sie gaben AnlaB m verschiedenen :£00- 
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tomischen und Tergleichond anatomischfin Untersuchungen. Er 
studiert die Ent^nckelung des Spinnen-Eies (1850) und veröflfent- 
Iicht als Frucht seiner ersten Untersuchimg an der Seeküste eine 
vergleichend -anAtomische Studie Aber den Musculus qu&dratns 
iumbonuii. An der Hand der Verhältnisse bei den des Beckens 
entbehrenden Delphinen weist «r nach, daß diese wichtige in die 
Bauchhöhle rfickende Muskelgruppe in das Gebiet der unteren 
Stamnumukeln des Körpers gehört und daß das Auftreten emes 
BeckengOitelB lediglioh eine UnteibMohniig der Streiokiiiigsrichtaiig 
hedisgki ohne die Zugehöiigkeit dei qnadiatos lumbonun sa der 
Tentnlen StammimukiilAtur tit wwisdiBiL Neben bittologisebeii 
Umtetaiiehiuigen Uber die Halpi^iisdien Körper der Niere (1B50) 
beecfaSftigen ihn dami die durebaiditigeii Leptoeepheliden (1862), 
in denen er die Larven Ten Fiaeben erkennt (sie wurden nener^ 
ding! als die Larven der Aale naiehgewiesen) und dsr Ben tob 
Koeialuca (1868). 

Weitana das bedeuftangivolMe Werk, das uuk aptieien 
OenermtiODen den Kamen yon Garus in das Gedenken sorttek- 
rufen wird, ist das 1853 erschienene „System der tierischen Mor- 
phologie.** Er erachtet es als Aufgabe der Jlorphologie, die 
Fonnerscheinung des tierischen Körpers zu erklären, indem die 
allgemeinen Bildungsgesetze und der Typus, — wie man sich zur 
Zeit der iiaturphilosophi sehen Schule ausdrückte: Das im geheimen 
bewahrte Urbild — klar gelegt werden. Sem er methodischen 
und philosophischen BeJiT!la<Ti]nE? entspricht es, daß die einzelnen 
Kapitel mit allgemeinen Krörtarungen eröffnet werden, unter denen 
gleich im Beginn die scharfe Absage gegen eine teleologische 
Natomufiassung hervorgehoben werden mag, wie sie nooh in der kurz 
wvor erschienenen „Anatomiseb-pbyaiologischen Übersicht des Tier- 
reichs** von BnnoifAmi und LnoosAnT ihren Ausdruck gefunden hat 
An die Adresse von Oabl Gostat Carüs richten sich dann die 
eingefloebteneii Bemerkungen über die haltlosen Spekulationen 
der natnrpbilosophisoben Sdiule. Es ist ein gewaltiges M ate ri al, 
iMkbes Qabvs bisr verarbeitet» indem er mobtnur die Organisrntion 
dar Üaratlaime veigleiebend sebUdert, sonim raeb die Qewebe^ 
IshM nnd mm eisten Esle die Terglsisbende Entwiekehmgs» 
gsschiebte in den Kreis der Beixaebtung siebt Noch beute dürften 
maaebe seiner allgemeinen SrOrterungen mehr Beachtung verctienso, 
als ihnen bisher suteil wurde. Von besonderem Literesse ist 

■eine allgesssine SrQrtarung tAer den Wert dar Entwickelungs> 

29« 
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geschichte für vergleich( ji 1 anatomische SpekulatioDen , indem er 
nachdrileklich darauf hmwpist, daß homologe Organe auf ver- 
schiedene Weise eutstrhen kimneu und daß wir nicht im Recht 
sind, den Begriff der Homologie, wie es heutzntao-e geschieht, 
lediglich auf die Entwickelungsgeschichte zu basieren. Wenn er 
freilich glaubt« daß die Physiologie kein Interesse an der £nt- 
wickelungsgeschichte habe, 80 bat ibm die sp&tere Foi-chung nkht 
Recht gegeben. Er erlebte es noch selbst, daß eine EDtwickelnng»- 
phjsiologie, oder wie sie heutiatage gwiaiiiit wird, eine «Sst* 
wiekelnngmiecbaiiik*' , geadukffui wuzde, die sa «nur 

flelbstSndi^, die Bestrehiiiig«iL dee Zodlog« mit janea dm 
Fhysiologeii Teibiiide&den Disiiplin mch ansivwaohflen begimiL 

Das System der Morphologie Ton Casus imd die knrs nw 
erschienene ^^Morphologie und VerwandMhaftsvsihlltmsse der wiiM- 
losen Tiere*' von Leuckart, haben den Aufochwnng der morpho- 
logischen Disziplinen vorbereiten helfen. 

Der äußere Anlaß hierzu ergab sich im Jahre 1859 mit dem 
Erscheinen von Darwins „Origin of species". Man kann es wohl 
begreifen, welchen Einfluß Darwins Tiehre auf einen Forscher 
ausüben mußte, der in seinem System der Morphologie den merk- 
würdigen batz äußert, daß wii* die ausgestorbenen und fossil er- 
haltenen tierischen Formen, ,,natürlich nur in einem durch den 
absoluten Mangel eines möglichen Beweises beschränkten Sinne, 
ala die Urahnen betrachten können^ ans denen doish fortgesefcrio 
Zeagimg und Akkomodation an progressiv sehr verschiedene 
Lehensfeihiltaisse der Fohnenreichtom der jefaigen SehOpfing 
en4sts&d^ 

Es liegt in der Kator der Sache, dafi Cam in Biheie 
Besiehnng au DaMin tritt» indem er seine Werke in das DsfviBebe 
Ubersetst Ans dem von Danwins Sohne hemusgegebenen BrieC- 
Wechsel erfidiren wir, wie innig sich das VeifalttniB swiedm 
beiden Männern gestaltete. Cabvs ersehdnt hier dordians nicht 
als dei* ?land]anger, sondern häufig auch als der Gebende, der 
allgemeine Fragen erörtert und mit seinem reichen Wissen Dar>\ln 
unterstützt. Die Briefe zeugen von >:egenseitiger Wertsciiatzung, 
und oft gibt Da ms in seiner Bewunderung über die GelehrsanLkeit 
und üIh r die „indomitable powers of work" seines Übersetzers 
Ausdruck. 

Mit der Erwähnung der Tätigkeit von Casus als Übersetze, 
sind wir in die sweite Periode seines Schaiffens eingetreten» welche 
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ulwni aii88chliefilM:]i dnreh UteraxiBehe ünternehnumgen «sharak- 
tarifliert wird. Man kann es in liokem MaBe bedanem, daB ein 
Mann, der in ao seltanem Hafte die Ftiiigkeit besaE» lÜnzalbeo- 
ba^tongen in einen allgemeinen Bahmen m fassen, firühzextig aus 
der Beihe jener Forscher anssobeidet, welche doit^ selbatBndige 
Unteranchnngeti die Wiisenscfaalt fördern. 

Wenn ancb Äußere YerhSltnisse hierzu beigetragen haben 
mögen, so darf doch nicht übersehen werden, daß Carus ent- 
schiedou einer besondereu Buanlagung folgte, wenn er zum Bib- 
liothekar der Zoologen wird, indem er gemeinsam mit seinem 
Schwager Wilhelm Enqelmann die „BibUotheca Zoologica" heraus- 
gibt, die ehenso wie der von ihm bepTfindete Zoologische Anzeiger'*, 
das unentbelirluhe Requisit für zoologische Arbeit abgeben. 

I>* n Preis untrr soineu litorarisehen Leistunpfen, die mit 
Recht seit Anbeginn wegen ihrer Gründlichkeit und Zuverlässig- 
keit gerühmt wurden, möchte ich der „Geschichte der Zoologie*^ 
erteilen. £8 liegt auf der Hand, daß die Darstellung der £nt- 
wickelnng einer Wisaenschaft Ton den Tieren nicht ohne Eingehen 
anl die SfcsUnng, welche der allgemeine Knltonnstand dem Menaohen 
den Tieren gegenüber aufweist, za geben ist. Religiöse und 
philoflophische Anschauungen beeinflnssen derart die allgemeinen 
Ideen ftber daa Varbiltnia des Menacken nr arganiacken I^ebe- 
weH, da0 ein bokea Mafi knttoEgeachidiiliclier KenntniBae jenem 
eigen aean nratt, der die Geaduclite seiner Wisaensokaft sebreiban 
wilL Die Gelekrsamknt Ton Canim nnd seine Flhigkeit« daa 
WeseniHcihe in knappen Zügen beranazngreifon, machen das Studium 
seiner OescUcbte der Zoologie an einem hoben Gennfi. Seine 
Sohildiirangen Ton dem Einfluß der Araber auf Yeibieitang nator- 
nissnuchaflilioher Kenutnisse, seine DaisteUung der Zoologen der 
Benaissanoe nnd sein Kapitel Uber die deutsche Naturpbilosopbie 
zu Beginn des vorigen Jahrhunderts sind Musterleistungen, denen 
man ebensowenig die Anerkennung versagen wird, wie seiner 
maßvollen und von Überschwängiichkeiten sich irei haltenden 
Beurteiloiig von Goethe. 

Es gibt Naturen, deren reiche Begabung wie durch eine 
Linse auf einen Brennpunkt kons&entriert, zu unvergänglichen 
Leistungen hinführt. Es gibt andere, deren Betätigung als Reflex 
einer universellen Beanlagung ersi. hoint. Ihre einzelnen Leistungen 
bedeuten keine Marksteine der Wissenschaft: das Integral ihrer 
Gesamttatigkeit läßt erst ihre Bedeutung ermessen. Während die 
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erstern oft eimam Mif üurar HAhe thronen und dem pfdiiemdai 
Leben fremd gegenüber stehen, so dringt es die letrteven wann- 
benig iiob ta «rsobUefien und sslbettfttig enungmfen* 

Bs dürften nur wenige unter uni tiber eine Ibnlieb gvofle 
Zabl treu efgebener Rennde ans nUen BeraftkreiMn, danntar 
Minner Ton glSnsenden Kernen» Terfllgen, wie Oasds. Als ma 
AnsflnB seines Wesens ersolMini es anch, wenn er in der liOge 
als Meifiter Yom Stabl Deeennien bindnroh eine maßgeb^de BoDe 
spielt. 

Wir wollen indessen unsere Betrachtung über den Menschen 
CiLRTTS nicht abschließen, ohne noch einer besonders anziehenden 
Seite semer Beaniagung, uilnilich seines musikalischen Taiemes, 
zu gedenken Lange schwankt« er, als es sich danira handelte, 
über seinen künftigen Beruf zu entscheid^^u, ob er Musiker oder 
Student der Medizin werden sollte. War es doch kein gering«« 
als David, welcher den begnbten Violinisten gleiebzeitig mit Joachdi 
nnterrichtete. Die großen Traditionen des mnsikalisGhen Lebess 
▼on Leipzig knüpfen denn auch an das Hans Gabi» an: bsv 
Tsrkehrten ein KmonuMOBOi-BAniinoLDT, ein MAnaoanE» eia 
Kabi* Löwb; bier lernte BcHiniAini seine ELämA. kennea, nnd Im 
tragen Bmnoss nnd BvniMTiDt vor einem ftinsiwnigan Kreiss 
ibre Xempositaonen vor. 

Man beneidet ein Leben von so reiebem Inbatt, der ibm eneb 
Über jene Zeiten binwegh&lf, wo AnMitangen nnd Bntttoselningn 
nicht erspart blieben. Dazu kam bis in das hohe Alt^r eine 
jugendliche Frische. Wer iIid b» obachtet^', \yic r r ailgemeiüt Fr^g^n 
erörterte, wie er fast enthusiubtiscb seinei liefnudigung über den 
Auf- hwung der Morphologie an der H:tnd fies proßen Gedankens 
dtr Deszendenz Ausdruck pab, der entnahm gern^ ilßB sich an 
ihm das Wort von Aristoteles bewahrheitete: uurfjionfotts ^dovas 
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Protektar der KOnigUdh SiehsiBchai GeBellidhaft der 

WisseoBcliAfteii 

SEINE MAJESTÄT DER KÖNIG. 



Ehrau&itglied. 

Seine Exzellenz der Staatsminister des Kultus und öffentlichen 
Unterrichts Dr. MuH Damm I'aul v, Seydewüs, 



Ordeatliehe einlieimische Mitglieder der philologisch- 
historischen Klasse. 

Geheimer Hofrat Emst WimUsvh in Leipzig, Sekretär der phüol.* 

histor. Klasse bis Ende des Jahres 1904. 
Geheimer Rat Urrmann Lipshis in Leipzig, stellvertretender 

Sekretär der pbilol.-histor. Klasse bis Ende des Jahres 1904. 
Professor Hupo Berger in Leipzig. 

Adolf Birch-Hi/r Sehfeld in Leipzig. 

Geheimer Bat Otto BöhtUngk in Leipzig* 

Geheimer Hofrat Friedrich Karl Bru^mann in Lelpsig. 

Karl Bücher in Leipzig. 

ProfiBsgor BärÜiM XM!brück in Jena. 
Antgust Fisaker in Leipiig. 

Bihliothehadirehtor Professor Oseor f^. QMaräi in Leipsig. 
Geheimer Hofrat SmmiA G^Mer in Jena. 

Q-^ff Qiftg in Jena. 

Geheimer Eirchennt JJbert Bmuk in Leipzig. 

Geheimer Bat JfodB Seime in Leipzig. 

Geheimer Hofrat ButMf Birgel in Jena. 

Oberschnlrat Friedrieh Otto HuUsch in Dresden-StvieMn. 

Professor Carl Lamprecht in Leipzig. 

Geheimer Hofrat August Leskien in Leipzig. 

1908. a 
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Professor Friedrich Marx in Leipzig. 
— Richard Meister in Leipzig. 
Geheimer Hofrat Ltuiuii/ Mitffi^ in Leipzig. 
Professor Kitgen Mogk in Leipzig. 
Oberstudienrat Hnmann Pffpr in Meissen. 
Geheimer Hofrat Friedrich Ratzel in Leipzig. 
Professor Wilhelm Roscher in Warzen. 
Professor August Schmarsow in Leipzig. 
Ilofrat Theodor Schreibtr in Leipzig. 
Professor Gerhurd Seeliger in Leipzig. 
Gebeimar fiofirat Eduard Sievers in Leipzig. 

Budeifpk Sahm in Leipzig. 

Frofenor Georg SteMorff in Leipzig. 

JFVofu ßMmeßka in Leipzig. 

Geheimer Hofrat Gwg Treu in Dreeden« 
ProfesBor MoriU Voigt in Leipzig. 
Gebeimer Hofrat Curt WwAmuih in Leipzig 

Eidtard Faul WiOkw in Leipzig. 

Ph)fee8or BekirU^ Zimmern in Leipzig. 



ji'riüiere ordentliche einheimische, gegenwärtig auswärtige 
Mitglieder der pkilologiech-luBtonechen Elaese. 

Geheimer Hofrat Lujo Brentano in Hllnchen. 
Professor Friedridk DOUte^ in Berlin. 
Geheimer Hofrat Eri(h Mardti in Heidelbeig. 
Hofrat FriedrU^ Khge in Freiburg L B. 
Gebeimer Begienmgsrat Gerhard Sdkreäer in Berlin. 



Ordentliche einheimische Mitglieder der matbemadsch- 

physisclien Klasse. 

Gebeimer Bat Wilhelm Bis in Leipzig, Sekretlr der matiiem.- 

phjs. Klasse bis £nde des Jahres 1905. 
Geheimer Bergrat Memumn Credner in Leipzig, steUvertretendjer 

Sekretlr der math«n.-pbjB. Klasse bis Ende des Jabrss 1905. 
Fkofessor Emst JJbbe in Jena. 
Geheimer Hofrat Emst Bedomam in Leipzig. 

Wühdm Biedermann in Jena. 

Gebeimsr Medisinslrat Budolf Bähm in Leipzig. 



Dig'itizeo Ly <j 



HnaLUDw-VBineaint. III 

Geheimer Hufrat Heinrich Brum in l^ftipzig. 
Professor Karl Chun in Leipzig. 
— - Theodor Des Coudres in Leipzig. 

Friedrich Engel in Leipzig. 

Dr. Wilkelm Feddersen in Leipzig. 

Q^lieitner ly^zinalrat Paul Fledmg in Leipag. 

Ewcdd Bering m Leipiig. 

Professor OUo Hölder in Leipiig. 
Geheimer Hofirat Xtid«^ Smrr in Jena. 

JfoHjii KroMH in Dresden. 

GeheSmer Medisinalnt JCardkantf in Leipiig. 
Pkofeisor Aätü^ Mayer in Leipiig. 
Geheimer Hofrat JEimti vom Mtjfir in Dreiden. 

WUhdm MüUer in Jena. 

Carl Nemuum in Leipiig. 

Wirklicher Btaatsrat Professor JrOiur v. Oettmgtn in Leipzig. 
Geheimer Hofrat WUh^ Ostwald in Leipiig. 

— ' WUhüm Pfeffer in Leipzig. 

— — Karl Mohn in Dresden. 

WiOielm Sdiethncr in Leipzig. 

Professor Ernst Stahl in Jena. 

Geheimer Hofrat JoJtaynics Thonuie in Jena. 

August Töjpler in Dresden. 

Professor Otto Wiener in Leipzig. 
Geheimer Rat CIrmerts Winklcr in Dresden. 
Wilhelm Wundt in Leipzig. 

— Gustav Anton Zeuner in Dresden. 

_ Ferdmumd ZmhA in Lelpug. 



Außeroxdeiilliehe Mitglieder der mtthimatiseh-phyaiseheii 

Slaaaa. 

Professor Karl Correns in Leipzig. 

Johannes Felix in Leipäg. 

■ " ■ Otto Fischer in Leipzig-. 

— Hans Held in Leipzig. 

— Max Siegfried in Leipzig. 
OUo SUranm in Leipzig. 



a* 
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Frükere ordentliche emheimisclie^ gegenwärtig auswärtige 
Mitglieder der maÜieinetiBch-plijBiechen Kkase. 

Gebeimrat Ludwig Boltman/t in Wien. 
Geheimer Regierungsrat FcJix Klein in Göttingen. 
Ferdmanä Fre^ierr von liichtholeH in Be^^. 



ArohiTar: 
Ems^ Bobert Älehdro&k in Leipsig. 



Veretorbene Mitgliedar. 

Ehrenmitglieder. 

Falkemteifi^ Johann FotU von, 1882. 

Gerber^ Carl Friedrich wm, 1891, 

WtOerOteim, Earl Arngtut WüheHm Eduard wm, 1865. 

Philologiflcli-historieelie Klasse. 

Älhrecht, Eduard, 1876. GötÜing, Carl 1869. 

Amtnun, Christopli Friedrich von^ Gulschmid, II a murm Alfred von, 

1850. 1887. 

Becher. Wilhelm Adolfe 1846. Hänel, Gu-^ar. 1878. 

Brotihaiifi. Htrmai )!. 1877. Hanä, Ferdenand. 1851. 

Jiiu\^iiin. Cofirnd. 1ÖÖ3. Haricfk'itein, Gustav, 1890. 

Curiius, Georg, 1885. Hasse, Friedrich Christitm Au- 
7)rr>v<?(^?. Johann Gustav^ 1884. gust. 1848. 

I.bcrs. Georg. i8q8. Haupt. Morite, 1874. 

Ebert, Adolf) 1890. Hermann, Gottfried, 1848. 

Fltckeism, Alfred, 1899. Jacobs, Friedrich. 1847. 

Fleischer, Heinr. Lebereckt, iS^S. Jahn, Of^o. i86g. 

Flügel, Gtistav, 1870. Janitschek, Hubert. 1893. 

Franke, Friedrich, 1871. Köhler, Reinhold, 1892. 

&a6eMiB> ITofif Cbnon «0» <l«r, Krdd, XAfdolf, 1901. 

1874. I^e, Ludwfff, 1885. 

(akMenir^ jOom» 43feory Cmkm» JfaiTMontt, CaW Jaadtim, 1882. 

fwn der, 1893. MaMrenbre<her, WUhdm, 1892. 

Gendorf, ISmst QMdf, 1874. ißoslMffsi», ii«^ imi, 1S99. 
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Michelsen , Andreas Ludwig 

Jacob, 1881. 
Mommsm, Ihrodor. 1903. 
Nipperdey, ( arl. 1875. 
Noorden, Carl v(m, 1883. 
Overbeck. Johannes Adolf, 1895. 
Pertsch, Wilhelm, 1899. 
Peschcl. Oscar Ferdinand, 1Ö75. 
iVeScr. Ludwig, 1861. 
JBid&edi;. Otto, 1898. 
WMa, Früäru^ WUMm. 1876. 
iZoMc, Erwin, 1898. 
Itom^» TFiD^. 1894. 
BMge, Sophus, 1903. 
Sauppe, Hermann, 1893. 



Sdilekher, Awju!>t, 1868. 
Seidler, August, 1851. 
Snjffarth. Gustav. 1885. 
ÄSo<?m, Albert, 1899. 
Springer, Anton, 1891. 
-9farÄ;, CaW Bernhard. 1879. 
.S/o//^r /oÄawn jBr«Äi Otto. 1887. 
rm*» Friedrich, 1867. 
C;]ker<, .FViecIHefc ^i^ii««. 1851. 
Fo^, €^«019, 1891. 
TTodlfliMiA. IfWeTm. 1866. 
IT^kMer» Carl Georg wm, 1880. 
TFefl/enNOMfi, .iiiftMi, 1869. 
Zoffidse, Ffiednch, 1891. 



Mathematiseh*! 

d' Arrest, Heinrich, 1875. 
Balieer. Heinridi Bichard. 1887. 
Begold. Ludwig Mbai Wilhäm 

von 1Ö68. 
J9raun€. Christian WtAeto», 1892. 
^niAfi^, CaW, 1881. 
Cdnif. Carl Quskn», 1869. 
CoriM^ JiilfH« Viäor, 1903. 
CiAfiAdm, JuHm. 1884. 
BS^emer, Johann Woifgang, 

1849. 

l^Ufdk, Morag WUhOm, 1896. 
JlrdnuMifi, Otto LkmS, 1869. 
FtM^fier, €^i9toc» I^eoclor« 1887. 

Funke, Otto. 1879. 
Gcgenbaur, Carl, IQ03. 
Gftmter, i/o«s^ Bruno, 1900. 
Sankel, WUhtim Gofflieb, 1899. 
Hansen, Peter Andreas, 1874. 
Hamack. Axd, 1888. 
Hofmeister, Wilhelm. 1877. 



lijBisolie KlftSBO. 

Knop, Johann August Ludwig 

Wilhelm, 1891. 
Kolbe, JI ermann. 1884. 
Krüger, Adalbert, 1896. 
Kwwt, Gustav, 1851. 
Lehmann, Carl Gotthelf, 1863. 
Leuckart, Budolph, 1898. 
Xm;, iSlopAi», 1899. 

1Ä54. 
Ludwigs Cod. 1895. 

JfardlaiKl. JRic^il FeU«. 1850. 

JtfcttMitf. 6^001^. 1866. 

MlfMus. August Ferdinand, 1868. 

JV^awfwa««, Carl Frieärid^. 1873. 

Pöppig Eduard, 1868. 
Beich. Ferdifuind. 1882. 
Scheerer. Theodor. 1875. 
Schenk. August. i8qi. 
Schleiden, Matthias Jacob, 1881. 
Sthlömikii, Oscar, 1901. 
iScAmi^ JKiMio^/' TFü^, 1898. 
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SdM^rid^, CftrMMM Friedr WOer, Eämrd IHedndi, 187s. 

fM, 1853. Wd>er, JBnut HemHdh 1878. 

Seäbeck, Ludwig FHOridk W9» Wtter, WiMm, 1891. 

Mm ^i^^, 1S49. Wiedtmam, Guttav, 1899. 

Stein, Samud Friedrich Natha- Wislicenus, Johannes, 1902. 

naei von, 1885. Zöllner, Johann Carl Friedrick, 
Siohmann, Friedrich, 1897. 1882. 
Volkmann, Mfred Wilhelm, 1Ö77. 

Leipsig, am 31. I>6sanber 1903. 
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der bei derSönigl. SächsischeD Oesellschaft der Wissen- 
schaften im Jahre 1903 eingegangenen Schriften. 



1. Von gelehrten Gesell sc Ii a fiten, Universitäten und öffentlichen 
Behörden herausgegebene und periodische Schriften. 

Detitielilatid. 

AbliundlmigeQ der König!. Akadeiaie der WisBüuächuftexi zu Berlin. 
Ans d. J. 1903. Berüa d. J. 

SitmBgBberichte der KOmgL FWiiB. Akad. d. WiBsensch. ta BerliB, 

1902, No. 41 — 53. 1903, No. I — 40. Berlin d. J. 

Politiaeho Korrespondenz Friedriche d. Gr. Bd. 28. Berlin 1903« 
WatMmgeft Carl. T>ns Relief des Archelaoa von Priene. 63. Profrramm 

som Winckehnannsfe&te der Aich&ologiBchen Geeellschait zu Berlin. 

Berlin 1903. 

Bciidile der deoteeheii olieniiBoheii QoBcUicbaft sa Berlin. Jahrg 35, 
Ko. 21. Jahrg. 36, No. i— 16. Berlin 1902 03. 

Die FurfBchritte der Physik im .1. 1902. Dargestellt von der Physi- 
kalischen Gesellschaft zu Berlin. Jahrg. 58. Abt i — 3. — 14 amen» 
registei nebst einem Sach-Ergäuzungaregister zu Bd. 44—53 
(1888— 1897). Bearbeitet von G.st^wäbe und Sikwäbe. Brann- 
schweig 1903. 

Veihanclluiigen der deutschen phjßikaliechen Gesellschaft. Jahrg. 3, 
No. 2. Jahrf^ 4, Ko. 18. Jahrg. 5, No. 1—23. Berlin 1901 — 03. 

Centraiblatt fiir I'liyBiolog:ie. Unter Mitwirkung der Physiologischen 
GesellschaiL zu Berlin herausgegeben. Bd. z6 ^Jahrg. 1902), 
No. 20-^26. Bd. 17 (Jahrg. 1903), No. i— 19. Berlin d. J. 

Verhandlungen der Ffaynolo^nächcm Gesellflchaft in Berlin. Jahig. 27. 

(1902/03), No. 3—14. Berlin d. J. 

Abhandlungen der Egl. Preuß. geolog. Landesanstalt N. F. H. 18 

(nebat Atla>i 24 (desgl.). 37 (desgl.). 38. Berlin 1902. 03. 

Potonie, H.^ AbbüUunffen und Beschreibungen fossiler Pflanzenreste der 
paiaoaoiMhep mid meaoioiieben Formatienen. Heranig. von der 
K^. FkenB. geolog. Landeaanetali Lief. i. Berlin 1903. 

Wissenschaftliche Abhandlungen der Phyiikalilcb-TeehniMlien Beiehi- 
aoftalt. Bd. 4, H. I. Berlin 1904. 
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Die Tätigkeit der PhyBikalisch-Tedmisolieniieichsanstalt im Jahre 1902. 
8.-A. Berlin d.J. 

Kämmerer, Iii die Uafr^eit onierer Knlior eine Folge der Ihgemeor* 
kunst? Bede in der Helle der KgL Techniiofaeii HoaBidnile. 

Berlin 1903. 

Jathrbücber dee Verging von Altertnmi&eimdeii im Rheinlande, H. loS 

— 110. Bonn 1902.03. 

Achtzigster Jahresbericht der Schlesischen Gesellschaft für vater- 
Iftndieclie Kultur. Enfhftlt den Generalbericht über die Asbeiten 
und Yerftnderangen der GeeeUadiaft im J. 1903. Brest an 1903. 

Jahrbuch des Königl. Süchs. meteorologischen Institute [in Ohemnits]. 
Jnhrcr 17. n. — Das Klima des Königreichs Sa.»1iBpn. H. 7. — 
bdirabt:r. Faul, Kritische Bearbeitung der Luitdrackmeasungen im 
Kenigr. Saobeen wihnnd der Jähre 1866— 1900. Chenmite 1903. 

Schriften der natorforsohenden Geaellschaft in Danzig. N.F. Bd. 10, 
H. 4. Dunig 1902. 

Zeitedkiift des k. sächniehen atattitiaehen Bureane. Jahig. 4^ (t90>X 

No. 3. 4. Dresden 1903. 

Die Siegel des Adels der Wetiiner Lande bis zum Jahre 1500. Im 
Aonrage der £gl. Sachs. Staataregierung herausg. von Otto Fosse. 
Bd. 1. Dieiden 1903. 

Bitnmffsberiohte und Abhandlungen der natnnriwimiidiafUifthen O ei cD " 
•dieft bii in Dreiden. Jalug. 1902, Jan.— Des. Dreeden d. J. 

Verzeichnis der Vorlesungen und Übungen an der Kgl. Sächs. Tech- 
nischon Hochschule f d. Sommersem. 1903 u. Wintersem. 1903/04. — 
Personal Verzeichnis der Kgl. Sächs. Techn. Hochschule 1 d. Sominer- 
•em. 1903 o. Winteraem. 1903/04. 

Mitteilungen dee Vereine Air die Oeeehiehte nnd Altetiamalninde von 

Erfurt. H. 24, 1. H. Erfurt 1903. 

Sitanngsbcrirhtr dnr pb} Bikal -mediainiaohea Societiki in Brian gen. 

H. 34 (1902). Erlangen 1903. 

Jahresbericht des Physikalischen Vereins zu Frankfurt a. M. f. da* 

Rechnnnpsjahr 1901/02. Prankfurt 1903. 

Helios. Abhaudlungen und monatliche Mitteilungen aus dem Gesamt- 
ffebietederNaturwlMenaehaften. Organ des 19MiirwitienBeh.yer«ina 
dei Beg.-Bearhs Frankfurt Jahrg. 30. Berlin 1903. 

Jahrbuch f d. Berg- und Hüttenwesen im IDlnigTeieh Sachaen auf 

d. Jahr 1903. Freiberg d J. 

Programm der Kgl. Sächs. Bergakademie zu Freiberg f. d. J. 190^^04. 
Freiberg 1903. 

Verseichais der Vorlesungen auf der Grofihersogl. Hessischen Ludwig»- 
ünivers. m OieBen. Sommer 1903, Winter 1903/04: Personal- 
bestand W Too: o3, S 1903. — Satzungen der T^civpr^ität fließen. 
4. Nachtrag 2U der Ausffabe von 1889. — Bestimmungen über die 
Promotion oei der QrofiL Landes-Uoiversität zu Gie^. — 86 Dis- 
sertationen ans den Jahren 1903 n. 1903. 

Boetroem, Eugen, Traumatismus nnd Parasitis^rnns als TTrsachen der 
(leHchwülste iProgr.) — Krüger, Gust., Kritik un-l f'b. rliefernng 
auf dem Gebiete der Krforschung des Urchnstentami (Festrede). 
Oiefien 1902. 03. 
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ÜTeties Lausitzisches Magazin. Im Auftrag d. Oberlausitz. Gesellach. 

d. "Wisapnsch. heraus^' von TR Jrrht. Bd. 78 Görlitz iqo2. 

Codex liipl jmaticTis Lusatiae superioris. Bd. 2. H. 2, 3. Görlitz 190T. 02, 

Abhandlungen derKöniffl.Geeeligchafb derWisBenschafteu zu GGttingen. 
N. F. Philologisch-historische Klaaee. Bd. 7. No. 1—3. Math.>]^j8. 
KlatM. Bd. 3. No. t 11.4. Göttingea 1903. 

OauUf 2arl Friedr,^ Werke. Bd. 9. HenuMg. von der KgL QeseUaclwft 
der WuMoadiaften m Otttluigen. Leipiig 1903. 

Kachricbten von der ^önigL GeBellschaft der Winenschalten zu 
Güttingen. Math. -ph je. Kl. 1902, No. 6. 1903. No. 1—5. rbilol.- 
hist. d. 1902, No. 5. 1903, No. 1—5. Geschäftliche Mitteilungen, 
1902, H. 2. 1903, H. I. Göttingen d. J. 

Jahresbericht der Fürsten- und Landesschule zu Grimma über d. 
8chi4je]ir i9oa/[>3. Grimnui 1903. 

Kov» Act» Aoademiae Caes. Leopoldino-CeioliiiM gecmainieM natmae 

earioiomm. Tom. 80. Balis 1903. 

Leopoldina. Amtl. Org d Kais Leopoldiniech-Carolinisch deutschen 
Akad. der Naturforscher. H. 38, No. 11. 12. fi- 39, No. i — 11. 
Halle 1903. 03. 

Zeitechilll fBr NaturwitsentebaAeD. Oigaa des aatnnvln. VereiiiB fOr 
Sachsen und Thilringen. Bd. 7$. H. 3—6. Bd. 76. H. i. 2. Stutt- 
gart 1903. 

Mitteilungen der mathematischen Qesellschaft in Hamburg. Bd. 4. 

H. 3. Leipzig 1903. 

Neue Heidelberger Jahrbücher. Herausg. vom Histor.-philoHopbiBchen 
Vereue n Heidelberg. Jahrg. 13, Hefti. Heidäberg 1903. 

Ifitteflnagen der GioBh. Sternwarte in Heidelberg. Herausg. Ton 

TT. Valenttner. II. Yeröffentlichungen der QroBb. Stemwazte ta 

Heidelberg. Bd. 2 Karlsruhe 1903. 

Berichte über Land- und Forstwirt.scbaft in Deutsch-Cjstalnka. HorausL,'. 
vom Kaiserl. Gouvernement von DeutHch-Ostafrika Dar-es-Saiam. 
Bd. I. H 3 — 6. Heidelberg 1903. 

Programm der Großherzogl. Badniscben Technisdien Hocbschnle zu 
Karlsruhe für das Studienjahr 1903 oj. — 6 Dissertationen a. d. 
J. 1902. 03. — Ot'cftelhaaiser, Ado. v., Der kunstgeschichtiiche Unter- 
richt an den deutschen Hochschulen (i'estrede). Karlsruhe 1902. 

Chronik d. Universität zu Kiel f. d. J. 1902/3. — Verzeichnis der 
yorleeoBgen. Winter 1902/03, Sommer 1903. ~ Batmgmim, Otto, 
Die Voraussetzungslosigkeit der protestantischen Theologie (Rekto- 
ratsrede). — Tleinket Joh., Studien über die vergleidiende Ent- 
wickelunffsgeschichte der Laminariaceen [Ftogt.). — bchone^ Mfr., 
Über die Dttden Renaissaaoebewegungen des 15. n. 18. JahrhmidertB 
(Bede). Kiel 1903. — - x6o Dissertationen a. d. J. 190^3. 

WiMenadiafllicbe Meeresuntersuchungen. Herausg. von der Kommission 
zur wissenpchaftl. Untersuchung der deutschen Meere in Kiel und 
der Biologischen Anstalt auf B^lgoland. Im AuftrMre des Königl. 
l^iflt. t& Landirirttcibaft, Dominen vnw. N. F. Abteünng Kiel 
Bd. 7. 8 n. Erglift. Kiel und Leipaig 1903. 

Schriften des naturwissenschafUieb«! Vereint für Sohleswig-HolfteiiL 
Bd. la. H. 3. Kiel 1903. 
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X YBHmnons on tnwaiwi»!» Sanonv. 

Schriften der pliyflikalisch-dkonomiscbeii QeioUlchaft SU Königsberg. 

Jahre 4;; (1902). Königsberg 1902. 

Jiütiresbuncht des NikolaigymnaBiums in Leipzig 1003. 

Weigand^ Crmt., LinguiBtischer Atlas des daeoruuuuuacben Sprach- 
gebietes. Idef. 4. Leipzig 1903. 

ZeiiBcbrift des Vereins fOir LQbeck. Oesehiehts- und Altertamskaiidei 

Bd. 8. H. 2. Lübeck 1900 

Jahresbericht der Fürsten- und Landesscbole so Meifien Juli 190a 

bis Juli 1903. Meißen 1903. 

Abixaudlungeu der matb.-pb>8. KL der k. bajer. Akad. d. Wiss. Bd. 23, 
Abt I. Man eben 1903. 

Abhandlungen der histor. KL der k. bayer. Ak»d. d. Wiss. Bd. 22» 
Abt. 3. Manchen 1903. 

Abhandlongen der philo?. -pbilolog. KL der k. bayer. Akad. d. Wias. 

Bd. 22, A])t. 2. München 1903. 

Zittel, Karl A. v., Die wisaenechaftlicbe Wahrheit 1 Rede . — Knapp, 
Geo. Friedr.f JastuB von Liebig nach dem Leben gezeichnet (Fest* 
rede). Mflneben 1903. 03. 

Sitsongsbericbte der mathenL-phys. Kl. der k. btwer. Akad. d. Wies. 
txx Milnchen. 1902, H. 3. 1903, H. 1—3. München d. J, 

8itzung«l" richte der philos.-philol. u. bistor. Kl. der k. bayer. Akad. 
d. Wiss. ivl Mönchen. 1902, H. 3 4 1903, H. 1—3. München d. J. 

44. Plenarversammlung der histor. KoauuiHsion bei der k. bayer. Akad. 
d. Wils. Bericht des Sekretariats. Mfincfaen 1903. 

Süsnagsberiehte der Oesellschaft Ar Morphologie und Fbyriologie in 

München. Bd. 18. H. i. 2. München 1903. 

Abhandlungen rli r Xaturhistorischeu Gesellschaft zu Nürnberg. Bd. tj. 
H. I. — Jahresbericht für 1902. Nürnberg 1903. 

Anzeiger des Germanischen Nationalmneeiuns. Jahrg. 1902. Hft. 1 — 4. 

Nürnberg dL J. 

Historische Monatsblfttter flir die Frovins Posen. Jahig. 2, No. i— 12. 
Jabig. 3, No. 7-- 12. Posen 1902. 

Zeitschrift der Historischen G^eseUscbaft fSr die Fkorins Posen. Jabig. 17, 

H. 2. Posen 1902. 
TerOffentlichune des Kgi. Preuß. Geodätischen Institute (in Potsdam). 
K. Folge No. II— 13. — Zentralboreaa der internationalen Erd- 
messimg. N. F. der VerOflinitliehmigen. No. 8. Bedin 1903. 

PnbUkationen des Astrophysikalischen Observatoriums zu Potsdam. 
Bd 14. — Photographische Himmelskarte. Bd. 3. Potsdam 1903. 

Veröffentlichung der Kgl. Württemberg. Kommission für die internatio- 
nale Erdmessnng. — Eelative Schwermessung^ HL Ansgefüihrt 
von K. jR. JTocA. B.-A. Stuttgart 1903. 

Die erdmagnetiflcben Blemente von Württemberg und HoheoBollem. 

Gemessen und berechnet für i. Jan. 1901 im Auftrage und unter 
Mitwirkung der Kgl. Württemberg. Meteorolog. Zentralstation von 
Karl Haussntutm. Herausg. von dem Kgl. Ötatiftischen Lande«amt 
Stattgwt 1903- 

WflrttembergiBche Yierieljahrsschrift för Landesgesehicbte. HemDW. 
von der Württembergiechen Konuniesioo f. Landeegescbichta. N. F. 
Jahrg. 12 (1903). Stattgart d. J. 
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Tharander forstlichos Jahrbach. Bd. 52, 3. Bd. 53, i. 2 o. Beihft 

Dresden 1902. 03. 

HitteUungen des Vereins für Kuust und Altertum in Ulm und Ober- 
■ehwftbeiL H. 10. Ulm 190a. 

Jahrbücher det Nananiiclien Yef«i]ii f. Natarkonde. Jahfg. $6. Wies- 
baden 1903. 

Sttmng^berichte der physikal. -medi^in GeaelUchaft lu Würsburg. 

Jaiir):?. 1902, No. — 6. Wfirzburg d. J. 

Verhandlungen der phjsikaL-medizin. Gesellschaft zu W ürzbuig. N. F. 
Bd. 35, No. 4—7. Wtabnrg 1903. 

0 aievr ei cli • ü n g ar n. 

Ijetopia JugOäiavenske Akademije ^nauosü i uu^etnosti (Agram;. 
Sves. 17. 1903. U Zagreb« 1903. 

Bad Jugoshirend» A]nden4je inanoati i vnijetnoaü Kfi. 149 — 153. 
U Zagreba 1903. 03. 

^einik brvat<?]coga ili nrpskoga jezika. Izd. Jogoalav. Akad. snamoiti 

i nmjt'tno^ti. Svez. 22. ü Za^ebu 1002. 

Starine, na snet izdaje Jugoslav. Akad. zuauoi^ti i ungetnosti. KL. 30. 
TT Zagrelni 1902. 

Tjeetaik kr. lurvslsko-elaTeiuko-daliiiaiuislcog sena^skog aiUTaw God. s« 
Svea. s. 3, L 3. 4. U Zagrebu 1902. 03. 

Zbortiilr za narodni üvot i obirajo juinih Slavttia. Kfi. 7, Svea. 3, 
Kü. 8, Svez. I. U Zagrebu 1902. 03. 

Zeitschrift des Mährischen Landesmuseums. Hcransg. von der Mäh- 
rischen Moseum^esellächaft (Deutsche Sektiun). Bd. 2. 3. — 
CaaopiB Moravakmo miiMa seinakAo. Koin. 3- Brflnii 1901. 

Magyar, todom. Akad^miai Almanaeli 1903. Budapest d. J. 

Haihematisolie und nstanriasenschalUiclie Besklite ana Ungnn, Hit 
Unterstützung der Ungar. Akademie d. Wissensehaften. Bd. 18 (1900). 

Budapest 1903. 

Ilrtekez^eek a nyelv-^s-sz^ptudominyok Kürdböl. Kia(\ja a Magyar 
tndom. Akad. Köt. 18, Sz. i — 5. Budapest 1902. 03, 

£)rtekez4sek a laxaadalmi Tudomänjok Körebol. £öt. 12, Sz. 3 — 9. 
Bodapeat 1903. 

firtekea^sek a Tdrft^neti Todornftnjek KeiA6L KOi 17, Sa. 9^10. 
Kot 18, Bs. I— 10. Kot 19, Si. 1—5. Budapest 1898— 1901. 

Archaeologiai tirtesitö. A Magyar, tudom. Akad. arch. bizottsiginak 
^8 av Orsz. Bäg^szeti s einb. TärBulatnak Köaldnye. KOt 33, 

Sz. 4. 5. Köt. 23, Sz. 1—3 Budapest 1902 03. 

Mathematikai termäszettudomänyi Jeirtesitö. Kiac^a a Magyar tudom. 
Akad. KOi 30, Fflz. 3—5. KOt. 21, FOi. i. 3. Budapest 1902. 03. 

KjilvtndemiDyi KOslemteyek. Kia4}A a Magyar tadom. Akad. KOt. 32, 
Fils. 3. 4. Kot. 33, Fds. I. Budapest 1903. 03. 

Menumenta Hnngaxiae Ustoriea (H^iyar TOrt^nehni Eoil^k). KOt 31. 

Bnd^>est 1903. 

Monnmenta Hungariae jnridico-historica. Corpus statutomm Hungariae 
monicipalium. Tom. 5, Pars i. Budapest 1902. 
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Bappnrt sur Tactivittf de rAcademie UongroiM des aciencea en 1903. 

Hiulappsf 100^. 
Mag^arorözäjri tanwluk Kült'Öldftn. TV. Budapest 1902. 
Goldziher, I'/nuz^ A budiiliiimus hatüisa az is/Uamra. Budapest 1903. 
Kardcsonvi, Jänos, A magyar nemzets^gek a XIV. s^äzad Köiep4ig, 

Kol m, i. Bnd*i>e«t 1901. 

XennAosf^, Af. r., Die Entwicirainng des GUflkOip«n. Yoigeligt der 

Ungar. Akademie der Wissensch. Leipzig 1903. 

Mutdac^i, B., Vognl n^költän gy<yte m äny, K0t SafpleiB. Bod*- 

Yerzeicbais d. öfTeDÜ. Vorlesungeu an der k. k. Franz-Joaefs-Üniversität 
ra Csernoiriti im Sommer-Sem. 1903. Winter-Sem. 1903/04. — 
Übersicht der akademttclien Behörden im Studienjahre 1903/04. — 
Die feierliche Inaagtiration des Rektors f. d. Stadie^jahr 1902/03. 

Mitteilungen des natniliiiioriichen Yereing ffir Steiermark. H. 39 (1902). 

Graz iqo.V 

Mitteilaiipcn des Verein» der Ärzt^ iu Steit i tr];irk. Jahrg. 30. Graz 1902. 

Regia litt. (Jniversitas Hun^. ClaudiopoiiLaua Joannis Bol^ai m me- 
moiiam. Clradiopoli (Klaneenbnrg) 1903. 

Anseiger der Akademie d. WiasenichaAen in Krakao. lCath.-iiatnnr. 

V\. Tf)o-, No. 8—10 Tno3, No. 1—7. Pbüol. CL 1902, No. 8^10. 

1903, No. 1 — 7. Krakau d. J. 

Atlas geologicsaj Galicyi (Wjdanictwo Komis, fizyograf. Akad. omiej. w 
Krakowie) seas 14 (Text n. Atlas). W. Krakowie 1903. 

Bibliografia hiatoryi polskiej (WydaiL Akad. nmi^. w Krakowie) No. 4t. 
&aköir 1902. 03. 

Biblioteka piiarzöw pol^kich (Wydanietwa Akad. mniej. w Kxakowio)^ 

No. 42—46 W Krakowie 1903 

Colleotanea ex Archi'vno CoUegii bistorici (Arcbinun komi^ JuBtoxyGsnqj). 

Tom. 9 Krakow 1003. 

Katalog lit^ratury uaukowej poLskiej. Tom 2 (1902), zesz. 3. 4. 
Knkow 1903. 

Hatorialy antropoL^rriczno-arcbeologiczne i etno^aficxne ^rydawane 
stnranioin k ri.i-vi anfropologiczn^ Akad. mniej^tn. w uakowie. 

Tom b. W Krakowie 1903. 

Materialy i prace komisyi jfzykowei Akad. umiejftn. w Krakowie. 
Tom I, zesz. 2. Tom 2, zesz. 1. W. Kiakowie 1903. 

Boesnik akadenui nmiej^tnofid w Krakowie. Bok 1901/02. W Krakowie 
1902. 

Boaprawy Akademii umiej^tnoäci. — Wrdxia} filologiczny. T. 34. 35, 
I. 37. (Ser. n. T. 19. 20, I. — Wydziai hißtoryczno-filozoficzny. 
T. 44. (Ser. n. T. 19). — Wydzüü matemat-przyrodniczy. T. 42. 
(8er. in. T. 2. A. B.). W Krakowie 1902. 

Sprawoidaaia komisri do badaoia hiitoiyi sitnU w Polaoe. T. 7, 

zesz. 3. W. Krakowie 1903. 

Sprawozdanie komisyi fizyograficzn^j. Tom 36. Kxaköw 1902. 

Ftdermcsli . ^fich., Lud Iiialoruski na Ruäi litewskiej. Tom 3, II. 

(Wydaiiiotwo komisyi antropol. Akad, umiej.) "W Krakowie 1903. 

Mitteilongen des MusealvereineaförKrain. Jahrg. 15, 1—6. Laiback 1902. 
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ynsBOBMis DB ■nrocoAsoHnra SonmFm. UU. 

Imifega Mucgskega droit?» i» Knuyfko Letfiik it. T IgnbQani 1902. 

Chronik der ukrainischen (nitheui schenk .^evcenko-Oesellscliaft der 
Wissenschaften. H. 11 — 14. — Bammelschr. der mathem.-naturwiss.- 
Ilrztl. Sektion der Seveenko-lJescllsüchalt. Bd 9. Lemberg 1902.03. 

Lud, Organ towarzjstwa ludoznawczego we Lwowie. T. 9, sesz. i — 3. 
We Lwowie 1903. 

Almanach Cesk^ Akademie Gigare Fraiiiiäka Josefa. Kocn. 13. 1903. 
T Prsie d. J. 

BiblioMka klatttUt Hckfeli a ifuukfck. ÖiaL 5. 7. Y Fni6 1903. 

BoipravyCMktf Akad.Cis. Frantiika JoBofi». THd.1. Ro&i. 10. THd.IL 
Bo&i. II. ~ THd. m. Rofin. 9. CiiL i. V Pnoe 1902. 03. 

Vtetnik Öeiktf Akad. Gfa. FrantUka JomI^. lUtbi. 11. V Fnwe 190a. 

Bbitka {oamenä. Skap. t. Bad. t, UaL 3. 4. Bad. 2, BtL 4. S- Bkap. II, 

Msl. 5. V Praze 190:;. 03. 

Zibrt, Cenik, Bibliografie 6eskd historie Dil 2 V Prase 1902. 
Koldf, Mart, Ce8komoraT6k& Heraldika. I. Y Prase 1902. 
Spisj Jana Amosa Komensk^o. Ci»!. 5. 6. V Praze 1902. 

Jabresbericht der k. böbm. GoseUacb. d. Wiaieiischaften fär da« Jahr 1902. 

Prag 1903, 

Sitzungsberichte der k. böhm. Gei^eUschaft d. WisseuBcbaften. Math.- 
aatnrw. ElMse. Jahrg. 1902. — PbÜM.-biitor.-pb]lolog. Klaase 
Jabig. 1902. Prag 1903. 

Ik^pfier, Ch., Über das farbige Licht der Boppebtetne und emiger 

anderer Gestirne de» Himmels. Zur Feier seines 100. Qebortatagea 

neu lierauageg. von F. T Studmcka. Pray» 1903. 

Beiträge zur deutsch-buhmiselien Volkskunde. Im Aui'trage der Gesell- 
schaft zur Förderung deutticher VV^isHenochait, Kuu»t und Literatur 
in Böhmen geleitet von A. Hanffen. Bd. i. H. 2. Bd. 4. H. 2. 
Bd. 5. H. I, Prag 1902. 03 

Bechenscharts -Bericht iil»er die Tätigkeit der Gesellschaft zur Furd. 
deutbch. Wissenscli., Kunst u. Literat, in Böhmen. 1902. Prag 1903. 

Vorläufiger Bericht nber eine archäologische Expedition nach Klein- 
asien, untemommeu im Auftrage der Ges. z. Förderung deutsch. 
Wiaaeaaob. etc. in Böbmen von Jm.JiUluur, FriiM KitoU, Koni PaUfik, 
S. Swoboda. MitteUoBg No. 15 der Ge«. 2. Fdrd. etc. Pjrag 1903. 

BäR, Ose., Yersucbe Aber die Yerweiiuig pflanslioher Stoffe. S.-A. 

Jena 1902. 

Kraus, JR. und Keissl, P., über den Nachweis von Schntzstoffen ^Jfegen 
Hundswut beim Menschen. Ausgeführt mit Unterstützung der Ges- 
s. Fdrd. deataeb. Wiaa. etc in Böhmen. S.-A. Jena 1902. 

Knm, S. waA MatmA, B., Über die Bildung von Bnnrananbatanzen 
g^gen daa liyaaaTima (deagl.). 8.'A. XiOipsig 1902. 

Baü, Ose., Untersuchungen über natOrlicbe und kdnatlicbe Müsbrand- 

immunität (desgl.) S.-A. Jena 1903. 

Muster, Oswald, l'ntorBuchungen über das Magnesium ond aeine Be- 
ziehungen zur i'tliinze fdeBgl.), S.-A. Wien 1902. 

Wuchowski, Wilh., Über den Einfluß der iVnalgetica auf die inter- 
kranielle Blutzirkulation (desgl.). S.-A. Leipzig 1902. 
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54. Beriebt dur Lese- und Redenaiie der deuttchea Studenten in Piag 
über d. J. 1902. Prag 1903. 

Magnetische und meteorolo^che Beobachtungen an der k. k. Steni> 
warte to Prag im J. 1902. Jahrg. 63. Frag 1903. 

Definitive Beenitate aus den Prager Polhr>beiiMo!^.siing( u von 1889 bis 
1892 und von iBn; bis 1899. Auf öffeniL Kosten heransg. foa 

L. Weiueck. Prag 1903. 

Orduunff der Vorlesungen an der k. k. lieutschen Carl-Ferdinandt- 
ümTeirit&t in Fm^. 6oiiim.-S. 1903. — PMsoaenitaiid 1902/03. 
1903/504. 

IGtteüiuigen des Vereins fflr Geschiohta der DentKhen in BQIuimb. 

Jahrg. 41, No. 1— 4. Prag 1903. 

Sitzungsberichte des deutschen naturw. -mediain. Vereins für BOfamen 

„Lotos''. N. F. Bd. 22. Prag 1902. 

Verhandlungen des Vereins lur Natur- und Heilkunde zu Preßburg. 
N. F. H. 14. Fkafibug 1903. 

Bullettino di archeologia e storia dalmata. Arno 25 (1902), No. 12. 
Anno 16 f 1903), No. I — II. Lidice generale: VoL 1—23 (1878— 1900). 

8])a lato 190J 

Ätti dei Museo civico di storia naturale di Trieste. lo (N. 8. VoL 4). 
Triette 1903. — Mardie^etti^ Carlo, Apunti soUa Flora Egixiana. 
ib. 1902. 

Almanach der Kais. Akademie der WiMeiudmfteii. Jabxg. 51. 52. 

Wien 1901. 02. 

Anzeiger der Kais. Akademie der Wissenschaften. Math.-phjs. KL 1902. 

No. 22 — 27. 1903. No. I — 17. 21 — 24. 

Archiv für österreichische Geschichte. Herausg. von der znr Pflege 
vaterl&nd. G^chichte auljgestellteB Kcnnmiesioii der Kais. Akademie 

d. VVissensch. Bd. 91, II. 92, L Wien 1902. 

Denkschriften der Kais. Akademie d. WissenBch. Matliem.>iiatonr. KL 

Bd. 72 Philol -bist. Kl. Bd. 48 Wien 1902. 

Fontes rerum Austriacarum. Osterreich ische Geschichtaqaelien , hrsg 
von d. histor. Kommission der Kais. Akad. d. Wissensch. Bd. 55. 
Wien 1902. 

lÜtteflangen der Erdbeben -Kommission der Kaiseri. der 

WjHsenschaflen. N. Folge. No. 9—13. Wien 1902. 
Südaiabiöciie Exj)edition. Yeröffentlicht von der Kais Akademie der 
Wisftenschaften Bd. 5, Teil i. — ächriften der Balkankomnussion. 
Linguistisohe Abteilniig. 2. 3. Wien 1903. 

Situmgabeiichte der KaiserL Akad. d. Wisseneok llatlL-natiinr. KL 

Bd. HO {1901) I, No 8—10. IP, No 10 Bd. itt (1901) L No. 1—9. 
II*, No. ! — 10. 11^, No. I — 10. III, No. I— 10. — Register m 
Bd. 106 — 110 (1902). — Pbilos. -histor. Kl. Bd. 144. 145 (1902.03). 

Abhandlungen der k. k zoologisch -botanischen Gesellschaft in Wien. 
Bd. 2. H. 2. Wion 1903. 

Verhandinngen der k. k. soolocnsch-botanischen Gesellschaft in Wien. 
Bd. $2, fi. 9. IG. Bd. 53, H. 1—6. Wien 1902. 03. 

Pablikationen für die internationale Brdmessung. Agtronomische Ar- 
beiten dep k. k Oradinessnngs-Biirpaii«' Hd 12 Lrmgenbeetim- 
iQungen. Wien 1900.— Die astronünuäch-geodätischen Arbeiten des 
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k. \i k militärgeographischen InstitateB in Wien. Bd. 19. Artro- 

nomiaclie Arbeiten. Wien 1902. 

Annalen des k. k. naturhlBtorischen Hofmuseums Bd. 17, No. 3. 4. 
Bd. 18, No. 1—3. Wien 1902. 03. 

Abband lungea der k. Je geologiiclien Raichsanstalt. Bd. ao, H. i. 

Wien 1903. 

Jahrbuch d. k. k. geolofi^achen Reichganstalt. Jahrg. 51 f^rqoi), H. 3.4. 

Jahrg. 52 (1902), H. 2—4. Jahrg. 53 (1903), 1. Wien d. J. 

Verhandlungen d. k.k. geologischen Eeichsanstalt. Jahrg. i902,No. ii-~x8. 
Jahrg. 1903, No. i— 15. Wien d. J. 

Mitteiinngen der Sektion f. Naterkimde dei Oeierreichischen Tovntten- 
Clnb. Jahxg. 14. Wien 1902. 

Belgien. 

Attk U mi e d'axdi^ologie de Belgique. Bnlletm. Y. 8^. dee Annales. 
Part n, 8 (1903). 1903, 1—3. AnverB d. J. 

Faedologisch Jaarboek onder Bedacliie Tan Jf. C. Sdumifttn, Jaaig. 3. 4. 

Antwerpen 1902. 03. 

Aanuaire de TAcad^mie H. des sticnces, des Icttres et des beaox-arts 

de Belgique. 1903. (Annee 69). Bruxelles d. J. 

Academie Roy. de Belgiqiae. BoUetin de la classe de% scieiusM. 
1902, No. 9^12. 1903, No. I— 10. -~ Bulletin de la daese dei 

lettres et des sciences morales et poUtiqQes et de la classe dei 
beaux-arta. 1902, No. 9— 12. 1903, No. i — 10. Bruxelles d. J. 

M^moires couronn«j8 et autres M^moires pnbl. par l'Acad. R. des 
sciences, des lettres et des beaux-arts de Belgique. T. 62, Fase. 4. 
T. 63, Faae. 1^7. Bnucelles 1903. 

Mlmoiiee couronn^s ei H^moires des eavanta ^tarangers pabl. par 
TAcad. R. des sciences, dcR lettres et des beanz-arts de Belgiqae. 

T. 60—62. Bruxelles 1902. 03 

Analecta BoUandiana. T. 22. Bruxelles 1903. — Propylaeum ad acta 
Sanctorom Novembris. ib. 1902. 

Annales dela Soci^t^ entomologique de Belgique. T. 46. Bruxelles 1902. 

Annales de k 8oel^ malarologique de Belgique. T. 36. 37 (1901. 02). ~ 
Bulletins des staces. Aimee 1901. 02. Bnizelles 1902. 03. 

Bnlletin du Jardin botaniqne de r£tat & Bmzelles. Yd. 2, Wtoe» 4. 

Bruxelles 1903. 

La Cellule. Recueil de Cjrtolopie p.t d'histolope g^n^ale. T. 19, 
Jcuac. 2. T. 20, jbaac. i. 2. Louvaiu 1902. 03. 

Dänemark. 

Oversigt over det Kong. Baaske Videnskaberues äelskabs Forhandlinger 
i aaxet 1902, No. 6. 1903, No. 1 — 5. Kjebenhavn d. J. 

Det Kong. Danske Yidenskabemes Selskabs Skrifter. Natarr. og math. 
Afd. 6. B«kke. T. ti, No. 5. 6. T. 12, No. 3. Ejebenkavn 1902. 03. 

(^lirislemen, Wiüiam, Dansk Statsforvaltning: det 15. ärhundrede. Udg. 
med under8t0ttelse at det Kong. Danske ndendL Selakab. K0ben> 
havn 190^. 
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GoDMÜ penument intenifttioiiil ponr Texplontioii d« ]* iner. BoUelui 
des teiulteto ftcqnis pendant les conrBes p^riodiques, publ. par le 
Bnzean Aw conseü. Aimt^e i fo? 03 No. i — 7. — Publications de 
ouroonbtaucc 1—5. — KapporU et Proc^-verbaux des r^nmoiu. 
Vol. I> Copeubague 1903. 

England. 

Rectorial Adresses delivered in the üniversity ot Aberdeen 1835 — 1900. 
£dit. by Peter John Andersen. Aberdeen 1902. 

Aberdecu üniversity Studiea. No. 7. vol. 1. 2. Aberdeen 1902. 

Proceedings of the Cambridge Philosophical Society. Vol. xi, P. 7. 
Vol. 12, F. 1^3. Cambridge 190a. 03. 

Froeeedings of tbe B. Irish Academy. Ser. III. Vol. 6, No. 4- — YoL 24. 
Sect. A, P. 1. 3. Seet B, P. 1—3. Beet C, P. 3. Dublin 1902. 03. 

The Transactions of the R. Irish Academy. Vol. 32, Seet F. 3^. 
Sect. B, P. 1. 2. Sect. C, P. i. Dublin 1902. 03. 

The scientific Proceedings of the B. Dublin Sodetj. Vol. 9, P. S- 

Dublin 1000. Ol. 

The scientiüc Transactions of the B. Dublin Society. Vol. 7, JSo. 14—16. 
VoL 8, No. I. Dublin 1902. 

PkoeaedingB of the K Society of Edinburgh. Vol. 24, Ko. 4- $• 
Edinboigh 1903. 

TnuuActions of the B. Society of Edinburgh. YoL 40, P f. 2. VoL 42. 
Edinburgh 1901 02. 

Proceedings of the E. Pbysical Society. VoL 15 [P. i]. Seanon 131 

^1901/02). Edinburgh 1903. 

TranMacttoBü of tbe Edinburgh Geological Society. VoL 8, P. 2 and 
Special Part. Edinburgh 1903. 

Otia Merseiana. Vol. 3. Liverpool 1003. 

Proceedings and Transactions of the Lireipool Biologieal Society. 
VoL 17. Liveipool 1903. 

FroeeedingB of Che B. Inetitnlion of Chr. Britain. VoL 17, F. i. London 
1903. ' 

Fkoceedings of tUe R. Society of London. VoL 71. 72, No. 469 — 485.— 
"Reports to the Malaria Committee. Ser. 8. — Reports of the 

»leeping sickneas Oommission. No. 1 — 4. London 1902. 03. 

Transactions of the R. Society of London. Ser. A. VoL 201. 202. Ser. B. 
Vol. 196, p, I — 294. London 1903. 

Btrdman, W, A., Report to the Goremment of Ceylon on the Fewl 
OjBter Fiihflriei of the Gulf of Mnnnar. FubV by the Boyal Socielj. 

London 1903. 

Proceedings of the London Mathematical Society. VoL 35. No. 790—819. 
Ser. U. Vol i, P. I. 2. London 1903. 

Journal of the Ii. Microscopical Society, containing its TranaacÜoos 
and Proceedings. 1903, No. i — 6. London d. J. 

Memoirs and Proceedings of the Literary and Philosophical Society of 
Mancheeter. VoL 47, F. 1—6. Ibmcheeter 1903. 
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Beport of iiie If iadieiter Hmemn Owent (kHHitg^ fbr I903A>3. — Notei 
from tlie HttieliMter Mmeiiiii. No. 10—14. Minchaitet 1902. 03. 

T^oeentenuy of fhe Bodleiaa libittj. Oxford 1902. 

Frankreich. 

lUmoiiM dof idmeee phjsiquefl «t aiAnMllii da Bordeaux. TJ. 8dr, 
T. a. Oah. i. Ftaii al BMdeanx 1903. 

Fkoc^s-verbanx de la Soci^t^ des acienceB phjeiques et natorelleft de 
BordeMUL Aanäe 1901/03. Pam et Bordeaux d. J. 

ObservationB pluviom^triqnes et thermometriques fait^s dana le Departe- 
ment de la Gironde de Join 1901 ä Mai 1902. Note de G. liayet 
Bordeaux 1903. 

M^oires de la Soei^t^ nationale des adencet nalnreUee et math^- 
matiqnoB de Cherbonrg. T. 33 (Sfr. IV, T. 3). Faw. i. Cher- 

bonrg 1902. 

Annalee de rünivenit^ de Lyon. N.S. Sciencee. M^decine. Fase. 10. tt. 

Paris et Lyon 1902. 03. 

Annales de la Facultä des 3ciences de Marseille. T. 13. Maraeille 1903. 

Academie des Bcienccs et lettrea de Montpellier. M^moires dp la 
aectiou de medeciixe. Ser. II. T. i, ho. i. — Memoires de ia 
•eotion dee Miences. 84r. IL T. 3, Ko. 3. Montpellier 1903. 03. 

BnUetia des etecee de la sodlitf des adeneee de Nancy. 8dr. JH. 
T. 3, Faae» T. 4, Faac. i. 3. Paris et Nancy 1903. 03. 

Oomit^ international des poids et mesures. Proofts-Terbanx dea Kiancea. 

Sdr II T 2. SeM. de 1903. Paris d. J. 

Journal de 1 I cole polytecbnique. 8er. II. Cah. 8. Paris 1903. 

Balletin du Mussum d'histoire naturelle. Annte 1903, No. 5 — S. 1903, 

No. 3. 4. Paria d. J. 

Annaies de TJeicole normale superieure. III. S^r. T. 19, No. 12 et Sappl. 
T. so, No. I— 10. Paria 1902. 03. 

La Beroe de Paria* Ann^ 10, No. i. Paria 1903- 

Balletin de la 8oddfc< matfadmatigne de Franoe. T. 30, No. 4. T. 31, 
No. I. 3. Paria 1903. 03. 

BnUelln de la Socidld adantifimie et on^cale de Toneat Tom. 11, 

No. 3. 4. T. 12, No. I. 2. ttennea 1902. 03. 

If&noires de rAcadämie dee sciencea, inscriptiona et bellea* lettrea de 

Toulouse 8ör. X. T, 2. Toulouse 1902. 

Bulletin de TAcad^niie des sciencee, mscnptioug et bellet -lettrea de 
Toulouse. T. 2. No. 3. 4. Tüulü;.i>e 1^99. 

Auaales du midi. Revue de la France m^ridionale, fond^e sous lea 
auapioee de rUniveruttf de Tonlooae. Ana. 14. is (No. SS— 59)- 
Tomonae 1902. 03. 

Bfbüoth^que m^ridionale , pnbl. aons les auspices de la Facult^ dea 
lettre?' de Toulouse. Ser. T, T. 8. 8er. H, T. 8. Toulouse 1903. 

Annales de ia FaculU^ dea scieucca de Toulouee poor les sciences 
matb^matiqaea et lea adences phjsiquee. Ser. IL T. 4, Faac 3. 4* 
T. 5, FaaeL 1. 3. Paria et Tookmae 1903. 03. 

190S. b 
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Qrieokealand. 

tiooU firan^alHe d^Ath^nes. Bulletin de correepondance heUdniqne 
fAtbenJ. Aun^e 25 (1901), No. 7— 12. Ann^ 26 (1902), No. i-^. 

rarir! 1903. 

Mitteilungen des Kaiserl. Deutscheu Archik>logi8chen Instituts. Athe- 
aiicfao AbteUang. Bd. 27, H. 3. 4. Bd. 28, £L t. 2. Athen 1902. 03. 

T. 14. Ivo. 4. Tom. ts. No. i. Atiian 1902. 03. 
Tb iw 'A9i/ji¥tti9 Uprvmtfmffuav. 3 Pvogr. 1902. 03. 

Holland. 

Jaarbook van de Kon. Akad. t. Wetenicliappen geveBtilgd ie Amsterdam 

voor 1902. Anwterdam IQ03. 

Verhandelingen d. Kon. Akad. v. Wetengchappen. Afdeel. Letterkunde, 
n. Beeks. Deel 4, No. i. Deel 5, üo. 1—3. Afdeel. Natuurkimde. 
Sect. L Deel 8, No. 3—5. Sect. II. Deel 9, No, 4—9. Amsterdam 
1901. 02. 

Yerfllagen en mededeelingen dor Kon. Akad. v. Wetenschappen. AfidL 

Letterkunde. IV. Beek^t. Dedl 5. Amsterdam 1903. 

Total Eclipse of tlie sun, Mai i^. looi Di^it'-'oh OLsen ationg. I. PubL 
by tlie Kclipse Committee ol tln K u A< ademj, Amsterdam s. a. 

Verälagen van de gewone vergaderingen der väs- en natuurkundige 
at'deeling der Kon. Akad. v. Wetenschappen. Deel 11. Amster- 
dam 1903. 

F^ogramma nertamiwis poetici ab Aoad. Beg. dieeipL Neerlandica ex 
legato Hoeufftiano mdir ti in annum 1904 — Damsie, Pet HeJb., 
Feriae aeetivae. Carmen in certamine poetico Hoeufftiano praemio 
aureo ornatum. Acced. 2 poemata laudata. Amatelodami 1903. 

Bevne semesteeUe des pnblieations mathteiaftiqnes. T. it, P. i. 2. 
Amsterdam 1903. » TsUe des matitoes eont. dans les $ Vol. 

1898— 1902. 

Nieuw Arcbirf voor Wiskunde. Uitg. door het Wi^^kiindig Ocnootschap 
te Amsterdam. 2. Heeks. Decd 6. St. i — Wiakuudige Upga?en. 
N.B. Deel 8 (1899— 1902). Amsterdam 1902.03. 

Programma vaa paarluksohe prijBTri«eQ voor het j. 1903, ter beant- 
woording nitgesohnven door het Wiskmdig Geaootichqp te 

Amsterdam 

Verslatr van de \2\' Algem. Yergaadering vui het Wiek. Oenootsehap 

geiiouden te .\msLerdam 25. April 1903. 

Archives n^erlandaises des sciences exactes et naturelles, publiees 
]a Society HoUandaise des sciences a Harlem Ser. U. T. 8, 
vr. i'-'S. Harlem 1903. 

Natoorkondlge Veriiandelingen van de Hollandeehe Ifoatsohappg der 
wetenschappen te Haariem. Decde Venameling. Deel 5, 3. 

Haarlem 1903, 

Programma van de Hollandeche Maatscba|>p^ de wetenschappen te 
Haariem Toor het jaar.1903. 

Arehives dn Mni^ Teyler. 8^. II. Vol. P. 2. 3. Harlem 1902. 03, 
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Hasdelingen en mededeeUngen Taii de HaaAiehapmj der Nederlindfohe 
Letterkxmde (e Leiden over hefc jur 1901/M. 190^1. Leiden 

1902. 03. 

Jjeveneberifrtf'Ti der afgestorvene medeleden van de Maatschappij der 
Nederiandscho Letterkunde te Leiden. JBijiage tot de Handelingen 
van 1900/01. 1902/3 Leiden 1902. 03. 

Tydschrif Toor Nederlaadidie teal-en letterkunde. Uits^. TUiwege 
de Maatschapp. d. Nederl. Letterkonde. Deel so, Afd. 3. 4. Deel 21, 
Afd. I — 4. Deel 22, Afd. i. 2. Leiden 1901^03. 

Annalen der Sternwarte in Leiden 8 Han^^ — Catalogne 

Tan de booken aanwezig in de BiblioUieek der iSterreuwaeht te 
Leiden. Uitg. door H. G, «. Sande Bakhttifgen, Gravenbage 1 902. 
— FmmAodt, Amt,, Untenadumgen fiber den Liehtveclisel Algols. 
Leiden 1902. 

Yerslag van den staat der 8terrenwacht te Leiden. 1900 — 1902. 

Nederlandsch kruidkundig Archief. Yeralagen en mededeelin^n der 
KedotHnflfirhe Botanische Vereeuiging [Leiden]. Ser. in. Deel 2, 
Stuk 4. .N'ijmegen 1903. — Prodromus Florae Batavae. Vol. i, 
P. 3. Edit. altera. Nijmegen 1902. 

Fwogaaam» de la Soei^ Bakave de Philosophie eip^rtmentale de 
Rotterdam. 1902. 

Aanteekeningen van bei verbandelde in de aectiS-Teigaderingen van h' t 

Provinciaal Utrechtach Geuootschap vnn knnsten en wetenach.. ter 
gel^^enheid van de algem. vergad. gehouden den 9. Juni 1902 en 
2. Jnni 1903. Utrecht d. J. 

^eralag van bet verhandelnde in de algem. vergad. van het Provinciaal 
Ü&echtach G«ioot«cha^ van knnaten en wetouch., gehouden d. 
10. Jnn. 1902 en 3. Jnni 1903. Utrecht d. J. 

Bydragen en Mededeelingen van hei Historisch Genootsehap geveetigd 
te Utrecht. Deel 23. 24. 's Üravenhage 1902. 03, 

Verslag van de algemeene vergad. der leden van het Historisch Ge- 
noottichap gehouden te Utrecht op 14. April 1903. Amsterdam d, J. 

Werken van het Historiach Genootnch.ip gevestigd te Utrecht. Ser. ÜI. 
Ko. 15. 17. 19. Anuterdam 1902. 03. 

Qndenoekinffen gedaan an het PhysioL Laboratorium d. Utrechteche 
BoogeschooL 5. Beefci. IV, Afl. 2. ütreeht 1903. 

Italien. 

Boliettono deile pubblica^oni itaiiaue ricevute per diritto di stampa. 
No. 24—30. 32 — 35. Slrenie 1902. 03. 

Atti e Bendieonti dell* Aceademia di sciense, lottere ed arti di Aei- 
reale. N. S. Vol. 10 (1899/1900). [Rendiconti e] Memorie. 8er. HT. 
Vol. I. 1901/02. GlasAe di lettere e arti. Claise di acienze. 

Acireale 1902. 03. 

Memorie deir Aceademia delle seiende doli' Istituto di Bologna. Ser.Y. 
T. 8. Bendkonto delle aeseioni. N.S. Vol. 4. Bologna 1899— 1900. 

Le Onere di QalÜeo Galilei Edia. nadonale sotti gU aaspioi di S. M. 
u Be d'ItaUa. Vol. 12. 13. Firenxe 1902. 03. 

. h* 
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Memone del iL Iititato Lombardo di ecienze e lettere. Classe di lettere 
e uamu ftoriehe • morali. Vol. 19, Faso. 9. ToL ao, Fmc. i. 
Vol. 21, Faso. 4. IfiUno 1902. 03. 

ft. Iitatoto Lombftrdo tdanie e lettere. Rendiconti. Ser. II, Toi. 35. 36, 
Fa^f I — 16. -~ Indiee geniemle dei latori dal 1889 al 1900. 

Milano 1902 ov 

Atü deila Fondauoae scientifica Caguoia daüa taa inBtitQzione in poL 

Vol. 18. Hiliiio 1903. 
Memoiie delU R. AeeMleniia di adenie, letten ed tfti in Moden«. 

Ser. m. Yol. 4. Modena 1903. 

Quatcrnu« «le excadenciis revocatis capitanatae mandat-o Imperialis 
majeatatiH Fncionri II nunc primum cod. Casineusi cura et 
gtudiü monachorum urdmu S.Benedicti m lucem profertur. Monte- 
oasfino 1903. 

Society Beale di Kapoli Atti della &. Accademia di ateheologia, 

lettere e lielle arti. Vol. 22 (1902^ — Rendiconto delle tornate 
e dei lavori della R. Accad. di archeologia, lettere e belle arti. 
N. S. Amio 16 (1902) Geiiu. — Apr. 17 Genn. — Marz. E. B. 

Accademia Breolaneae. Indiee generale dei laTori pnbbL dal 1757 
a! rqo2, — .\tti della R. Accad. di'lle scienze fisicbe e matematiche. 
Ser. 11. Vol. 1 1 Rendiconto. öer. III. Vol. 8 (Annn 4i>, Fase 8 — 12. 
Vol. 9 (Anuo 42), Fase, i — 7. — Atti deüa Ii. Accad. delle ecienze 
morali e politidie. YoL 34, Beodicoiito. Anno 40(1901}. 41 (1902). 
KaiwU 1901—03. 

Atti e Memorie della R. Accademia di idenie, lettere edarti inPftdoTa. 

N. S. Toi. 18. Padova 1902. 

Bendiconti del Circolo matematico di Palermo. T. 16 (190a), Faec6. 

T. 17 Fa»c. T -6. Palermo d. J. 

Universita di Perugia. Aiinali della Facoltä di Medicina. Vol. 2, Faec. i. 
VoL 3« Faio. t. Perogi* 1902. 03. 

Annali della R. SoaoU normale enpeiioie di Piea^ FUoeolU e fllologia. 
Vol. 16. 17. PisA 1902. 03. 

Atti della Societä To^canfv di scienze naturali residente in Pita Me- 
morie. Vol. 19. — Procossi verbali. Vol. 13. Magg.1902.— Logl. 1903. 
ToL 13. OeaiL— Marzo. Pisa 1902. 03. 

Atti della Accademia dei LinceL Ciasee di ecieme morali, itoridie 

e fllologiclie. Ser. V, P II (Notizie degli icavi), Toi. 10, 10—12. 
Vol. IT, 1—8. — Rendiconti. Vol. 11 (r902\ Fase. ir. t2 Toi. 12 
(>9C>3)i Fase. I— 10. — Classe di scieuze üaiche, matematiche e 
nataiali. Ser.V. BendicontL Vol. 11 (1902), IL Sem., Faec 12. 
Yol. 12 (1902) [I. San.], Faec. i— 12 II. Sem., Faac. 11. Bendi- 
conto dell' adonattza eolenne del 7. Oingn. 19OJ Roma 1902. 03. 

Mitteilungen des Kais. Deutschen Archäologischen Instituts. Römische 
Abtheüung (BoUettino deir Imp. Istitato Areheolosico Germanioo. 
Sefione Bomann). Bd. 17, H. 3. Bd. 18, H. 1. 2. Bomft 1902. 03. 

Atti della B. Accademia dei Fiiiociitiei di Siena. Ser. IV. VoL 14, 
No. I— 10. Snppl. al Fmc. 1. 2. VoL 15, Ko. 1—6. Siena 1902. 03. 

Atti della R. Accademia delle edenie di Torino. VoL 38, Diqp. 1—15. 

Torino 1903. 

Memone della H. Accademia delle scienze di Torino. Ser.U. T.52. 53. 
Torino 1903. 
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Oaservaiioni meteorolo^^clie fatle nell' anno 190a all' Osserratorio deUa 
B. Univenit^ di Torino. Torino 1903. 

Bainänien. 

Baletinal Societ&iii de sciin^e fizice ^isicftf Chimiak si Mineralogia) 
din BaearMa-BomAiiia. Aniil ti, No. S- 6. Airol 12, No. i^. 
Bacnresci 1903. 

Bulletin de Therbier de llsttitat botaniqne de Bocirert. Anntfe i, No. 3. 
Bucarest 1902. 

Baßland. 

Meddelanden af Geografiika FDieningen i Finlaiid. 6 (1901*— 03). 

Heleingfors 1903 

BuUetlu de la Soci^i^ pbjsico-math^mafcique de Kasan. 3er. II. 
T. II. 12. 13, No. I. 2. Xasan 1902. 03. 

Udeima Zapiski Imp. Kazanskago Universiteta. 1901, T. 69, No. 11. 12. 
IC 70, No. I— II. KuttD 1902—03. 

UiuTerattetskI}» ItvtetvA. Gk)d 42, No. 11. 12. God 43« No. 3—10. 
Kiev 1902. 03. 

Bolletin de la Soci^i^ Imp^r. des Naturalisfcee de M08C011. Annte 1903, 

No. 3 4. 1903, No. I. Moffcou d. J. 

Ucenjja zapiski Imp. Hoakovskago Univ^siteta. Otd^l esteBtvenno-istor. 
Yyp. 17. 18. (Hd. jvnd. Typ. 19—21. Otd. medio. Yyp. 8. Hoakv» 
1902. 03. 

Obserrationa faites rObservatoire mctcorologiqne de rUmveveii^ 

Tmper. de Moscou 1901, Mars — Decembre. 

Bulletin de rAcadcmie Imp. des sdences de St. Petersbourg. öer. V. 
T. 16, No. 4. 5. T. 17, No. I — 3. St. Petersbourg 1902. 

M^moires de TAcad^mie de aciences de St. P^terabonrg. S4r. YUI. 
Classe physico-matb^matiqne. VoL 11. 12. 13, No. l — 5.7. — Clagse 
bistorico-philologique. Tom. 4, No. 9. Tom. 5, No. i — 5. Tom. 6, 

No. 1 — 4. St. Pdtersbovirg 1900—02. 

Annales de l'Observatoire phjsique central, pubL par M. Jiykakhew, 
Ann^ 1901, P. I. 2. St. P^terabonrg 1903. 

Afiadtfinie Imp. des edenoei. Comptee le&di» des itaoei de 1» Com- 
misnOD de Seumiqne peimaneiite. liw.i.a. St. P^tenboug 1902.03 

Campte rendn de la Commission Imp^r. arcb^ologique ponr I'aimte 
1896 — 1900. — Materialy po Arcneologii Rosaii. No. 22 — 28. — 
Izveetija Imp. archeol. kommieeii. Yyp. i — 5. — Ot^t Imp. arch. 
komm. I» 1896— 1900. — ükuateli k otfefun Imp. eich. komm, sa 
1882—98. 8. Petersboiog 1899—1903. 

Acta Horti Petropolitani T. 21, Fase. 1. 2. S. Peterburg 1903. 

Trady Peterburgskago Obidestva Estestvoispytatelej. Travaux de la 
Socik-t^ des naturalistes de St. Petersbourg. T. 31, 5. T 32, 3. — 
Protokoly zaaedanij. Vol. 33, Liv. i, No. 4 — 8. Vol. 34, Liv. i, 
No. t. S. F^texflbooxg 1902. 03. 

Oboir^e psepodavan^a nauk ▼ Imp. 8. Peterbugek. XTniventteti na 

1901/D2. 

Ot6et 0 (!08tojanij i d^jatelnoati Impw S. Petenbugik. üniTenita la 1902. 

S.Petenborg 1903. 
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^lunaly Zn^^odanij sovdta Imp. S. Peteralniigtk. Unvrarntei» sa 1902. 

No. 58. Ö. Petersburg 1903. 

Zapiski istoriko-filolegiceBkago Fakulteta Imp S. Peterbtirgekago üni* 
veraitetÄ. Cast 67—70. — Tesaerae plumbeae UrbiB Romae et 
subDrbii. Tab. i-^is. Pe^ropoli 1903. 

Visantijskij Yremeiiiiik {Bvttxvnvd Xipof uto), iedavaemyi pri Imp. Akad. 

nauk. T. 8. 9, Vyp. 1. 2. ß. Petersburg 1901. 02. 

Publiciitions de rObsen-atoirc central Xicolas (Poulkova). Ser. IL 

Vol 9,1.2. 10. T2. 13. 17,1. 18,1. S j'etersburg 1903 

Corre8pondenzl)latt des Naturforscher -Vereins zu Kiga. Jahrg. 46. 

Riga 1903. 

Monateberichte der Horizoutal-Pendel-Statiou im PkjBikalitschen Ob- 
Bervatorinm su TÜUi im J. 1901, Ko. 1—3. Tiflis 1901. 

Schweden und Norwegen. 

Sveriges offentli^a Bibliotek Stockholm, üpeala, Lund, CMStebotg. 
Accessione- Katalog. 16. 1901 Stockholm 1902/03. 

Bei'gens Museum. Aarbog for 1903, H. 3. 1903, H. 1. 2. — Aarsberetning 

for 1902 Bergen 1903. 

Surs, Cr. U. iijQ Account of the Crustacea of Norwaj. Vol. 4, P. 11— 14. 
Borgen 1902. 

Archiv for Halhematxk og Natnrvidenskab. Bd. 23. 24. Kristiania 

1901. o:. 

Schröter, J. Fr., Untermchune über die Eig»^nbewegting von Sternen in 
der Zone 6:;'* — 70*^ niirdl npclination. Publikation des UniTersitätfi- 
ObBervatoriums in Chribtiauia. ClirisÜauia 1903. 

Forhandlinger i Videnekabs-Selßkabet i Christiania. Aar 1902. 
Chrifliania 1902. 

Skrifter ndgivne af VideuRkabs-SelskaV i 1 Christiaiiia. ]fath.-natiir?id. 

Kl. 1902. Higt-filoB. Kl. 1902. Krifitiania T90T. 02. 

Acta UnivereitatiB Limdensis. Lunds Universitet« Ära-Slcrift. T. 37 

(1901) T TT. 

Acta matbematica. ^ag.v.G. Mittag-Leff'ler. 27. Slm kh"lm 1903.1902. 

Arkiv för botanik, utg. ai K. gvenska Yetenskaps-Akadeuuen. Bd. i, 
H. 1—3. StocUioun 1903. 

ArloT fOr kemi, minezalogi och geologi, utg. af Svenska Veftonikap«- 
Akademien. Bd. i, H 1. Stockhohn 1903. 

Arkiv för mathematik, astronomi och fyaik, utg. af STflsnaka Yetaukapa- 

.Vkadcmien Bd. 1, H. 1/2. Stockholm 1903. 

Arkiv för zoologi, utg. af Svenska YetenskapB- Akademien. Bd.i, H.i^. 

Stock höhn 1903. 

Kouul. äveiiaka Vielen »kapä-Akademiens Arsbok för in 1903. 6u>€k> 
bolm 1903. 

Bibaag tili Kongl. Svenika Yetenskaps-Akadeinienfl Handlingtr. Bd. aS. 

Stockholm 1902/03. 

Kongl. Sven8ka Yeien^kaps Akademiens Handliogar. Ny FdHjd» Bd. 36. 

37, 1, 2. Stockholm 1902/03. 

öfversigt af Kongl. Votenska}i8 Akademiens Fdrhandlingar. Aarg. 59. 

(1901.) StOCJadiOim 1902yüj. 
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MeteoroloKiska Jakttagelser i Sverigo utg. af Kongl. Svenska Vetcus- 
kapd-Akttdemien. Bd. 40— 42 ^Sur. II, Bd. 36— 28). Aarg. 1898— 1900. 
StooUiofan 1902. 03. 

Lefnadstecknin^ar öfver Kongl. Svenska Vetenskaps-AkademiBnB efter 

är 1854 aflldna Ltdamöter. Bd. 4, H. 3. Stockholm 1903. 

c/oc. Berzelius, Reseanieckningar. Ut^ nf Kongl. Svenska Yetensk^M- 

Akademien ^enom H. G. SöderhuHin. StockholTn loo^, 

Axitiqvari8k Tidskrift fiir Sverige, utg^ bf Kongl. VitterheU Historie och 
Antiqnteto Akademien. D. 17, H. i. 2. Stockholm s. a. 

Medelanden frän Nordiska Muteet. 1901. Stockholm 1903. — Sommäiw 
bilder fran Skansea — Yinterbüder frftn Skangen. ütg. at JH. 

Hazelius. s. 1. e. a. 

Entomologisk Tidskrift utg. af Entomologiaka Föreningen i Stockholm. 
Arg. 23 (1902). Stockholm d. J. 

Aeironomiska Jakttagelser och Undersökningar anstälda p4 8t<jcknQinia 
Obeervatoriom. Bd. 6, No. 2. 4. 5. Bd. 7. Stockholm 1898. 1903. 

T^omfl# Hiueimu Aanhefter. 21. 22. 24 (1898.99. 1901). Tromi0 1902. 

Det Eong. Nonke Yidenskaben Sekkaba Skiüter. 1902. Trondhjem 

1903. 

ßildtlrfDHJ Hildehrandsson, H., Rapport sur les observations inter- 

naiion ilr'^' flos nuages au comit«' iDtprn meteorolo^rique. Upsal 1903. 

Bulletin menBuei de rOhservatoire met^orologique de I lJniversit^ d*Upaal. 
Vol. 34 (1902)- Upsal 1902/03. 

Skrifter ntgifn af Kongl. Hnmanistieka Vetonskaps^^amAudet. Bd. 7. 
TTpeala, Leipdg 1901/D2. 

Eranos. Acta philologica Suecana. Ed. Vü. JAuUMrifm^ Vol. 4, Fase. 

snppl. (2 — 4\ Vol. 5. Upeala 1902. 03. 

Bolletin of thc Geolo^cal Institution of thc University of Upsal. 
Vol. 5, P. 2 (No 10). üpsala, Leipzig 2901/Q2. 

Sveriges karta tidon tili omkring 1850 af Sven Lönborg. Upsal 1903. 

Jhlenius, Karl, Angermanälfvena flodomr&de. üpsala 1903. 

SckweiB. 

Jahresverzeichnis der Schweizerischen Universitäteschriften 1902/03. 
Baael 1903. 

Nene Denkschriften der Allgem. Schweis. GeseUschaft üBr die gee. 

Naturwissenschaften. Bd. 38. Baael 1901. 

Verhar<!liin^nn der Schwd'zrrischen Natnrfonchenden Oeaelladiaft sa 

ZoÜagen (1901 und Gciii" (1902). 

Compto rendu de la äoci^t«^ helv^tique de^ sciences naturelles. Session 
84 et 85. Genive 1901. 02. 

Taadienbnch der kiatoriBchea GeaePacbaft dee Kantons Aargau. Aargan 
1902. 

Baseler Zeitschrift für Geschichte und Altertumskunde. Hrsg. von der 
Histor. u. Antiijuar. GeaeUschaft in Basel. Bd 2, H. 2. ^3, H. i. 

Basel 1903. 

Verhandlungen der l^aturforschenden Gesellschaii in Basel. Bd. 15, H. 1. 
Bd. 16. Baael 1903, 
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Hitteilvmgen der Natorforschenden Gesellschaft inBeru aus denJ. 1902 

(No. X519— iSSo). Bcm 1903- 
Ck)llectaaea Fiilnürgeiifli». N. 8. Fmol 5. Fribargi 1903. 
Mtemrat de la Bociätä de physbiiie et dliiifcoiie nalnnlle de Oettive» 

T. 34, P 3 Genfeve 1903. 

Anzeiger für Inrr izerische Altcrthumsknnde Hrs^. vom Schwr^izerischen 
Landesmuseura. N F. Bd. 4, No. 2—4 Rd 5, ho.i. Zürich 1902. 03. 

Schweizerisches LaudesmuBeum. ii Jahresbericht (1902). Zflrich 1903. 

Jahrbuch für Schweizerijiche Geschichte. Bd. 27. 28. Zflrich 1902. 03. 

Mitteilungen der PhyBikalischen Geselltchafk in Zfixich. No. 5. 
Zttriw 1903. 

7ierteljalintchrift der KatarfcmchendeiiOetellicliift in ZfiridL Jahrg. 47, 
H 3 4. Jahrg. 4S, H. i. 2. — Ketgelinblali a. d. J. 1903 (los. Mck> 
Zöiich 190a. 03. 

Serbien. 

Srptkm ki^j. Akademqa. Olee. 65. 66. — Qodliivek. 15 (1901). 16 (190a). 

— Spomenik 39. 40. Beograd 1903. 03. 

SrpBke etnografake Sbornik. II. Beogmd 1903. 

Sbomilf za i^torii, jfsi'k i lugiehevBOft iimkog» antoda. Ztapm i 

natpisi 2. Beograd 1001 

Cvijic , J, Velika jezera Halkan-^koga poluoFtrTn Jesera llakedon^je, 
Stare Srb^e i Epira. lu karata. Beograd 1902. 

Nordamerilcft. 

Anuual Report of the American Hietori cal Association for the year 1901. 
Yol t. 2. WaduBgton 1902. 

Transactions and ftoeeedingt of tbe Ameriean FhOolegieal AaaooialioB. 

Vol. 33 (1902) Boston d- J. 

The A^f r ormmical and Astrophjsical Society of America. Meetug 2^4. 

Repriiiti'd from „Science", [New York] rooo — 02 

Journal ol the American Oriental Society. Vol. 23, No. 2. Vol. 24, No. i. 
New Häven 1902. 03. 

BnUeÜB of tbe Oeological Sodetj ef Ameriea. Vol 13. Boc h M tof 1908. 

IfiaeeUaaeoiu setentifie Fmpen of tbe Allegheny Obtervalaiiy. N. 8er. 
No. 10—14. Chicago, London etc. s. a. 

Maryland Oeological Sorvej. QanettConafy. Gedl Cooatj (with inapt). 

Baltimore 1903. 

Johns Hopkiop T^nivf>r«itY rirculars. No 161— 1(14 Baltimore 1903 

American Journal oi Mathematics pure and applied. Puhl, under the 
anspicee of tbe Joba« Hopkins University. Vol. 24, No. 2—4. 
VoL 3S, No. 1. Baltimore 1903. 03. 

American Journal of Fbüology. Yd. aa, No. 4. YoL 23. BaltiaiOEe 

1901. 02. 

Amerirnn chemical Journal. VoL 27, No. 4 — 6. VoL 28, 29, No. i. 3. 

iUhimore 1902. 03. 

Johns Hopkins Univeraity. Studies in historicai aud political adence. 
Ber. 20, No. 2— to und Eitra-No. Baltinuite 1902. 
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Johns Hopkins ünirersity Celebration of the 7$. amiivpn?ary of t>ie 
founding of ihe Univenity and Inauguration of Ira ^mseu. 
Baltimore 1902. 

Unimttiy cf Gklifoniift Pablioations. Botany. Vol. p. 141— 418. 
Zoobgy. VoL I, p. 1^104. Berkel aj 1903. 

Froceedingg of the American Academj of arte and aeiaiioef. Vol. 38, 

30, No. T— 4 Boston 1902 03 

Memoirs of the Boston Society of natural history. VoL $, Ho. 8. 9. 

Boßtoü 1902. U3. 

Proceedings of the Boston Society of natural hiatory. YoL 30, No. 3 — 7. 
VoL 3f, No. I. Boeton 1903. 03. 

The Mnsemn of the Brooklyn Institute of art« and scianeea. Belenoa. 

Btinetin Vol. i, No. 2. 3. Gold Spring Harber Monographs. 
Publ. by the Brooklyn Institute of arte and sdences L II. 
New York 1902. 03. 

BoDetin of the Mnaamn of eompsrativa SEoolog>-, at Harras GoDegef 
Cambridge, Mass. Vol. 38, No. 1—3. Vol 30, No. s— *. YoL 40, 
N0.4--7 vol 42 Geol. 8er. YoL 5, No,8. VoL 6, No.1^4. Cam- 
bridge, Mass. 1902. 

Memoirs of the Museum of comparative Zoology, at Harvard College, 
Gamlnidge, Maaa. Yol. 36, No. 4. Cambiioge« Ifaai. 1903. 

Tha Harrard Oriental Seriaa. YoL 4. Cambridge, Maaa. 1901. 

Bulletin of the Chicago Academy of Sdaaeei. [YoL t,} No. 4. YoLa, 

No. 3. Chicago 1900. 

The John Crerar Library. 8. Annual Report for 1902. Chicago 1903. 
Field Columbian Museum. Publicatione. No. 66— 74 76. Chicago 1903.03. 

The Astrophysical Jonmal. Vol t8. No i — ^. Chicago 1903. 

Balletin of the Lloyd Library of Botanj, Pharmacj and Materia medica. 
B^roduction oeries. No. 3. — Mycological Notes by O. O. Lloyd. 
Ko. to— 14. Cineinnati 190a. 03. 

Umvanity of CincinnatS Bolletin. No. 1—5. 7. la. 14. 17. Cmefunatt 

1900. 02. 

Colorado College Studies. Vol. 10. Colorado Springs 1903. 

The University of Missouri Studios. YoL i, No. 4. 5. VoL 2, No. i. 

Columbia, Miss. 1903. 

Laws Obbervatory Uaiversity of Missouri. Bulletin. No. i. Columbia 1902. 

Iowa Geological Survey. VoL 10. Annual Report 1901. DesMoines 1902. 

The Journal of oomnaialiva Neorology. £d. by C7. L, Herridt. YoL 12, 
No. 4. YoL 13, NO. 1—3. Oranville 1903. 03. 

The Proceedings and Transactions of the Nora Scotian Institute of 

Bcience. Sess. 1900/01. 1901/02. Vol. 10, P. 3. 4. Halifax 1902. 03. 

Bulletin of the American Mathematical Society. Ser. II. VoL 9, 

No. 4—10 Vol. 10,1^0. 1—3. Lancaster 1903. 

Trantiactiona of the Aixiericau Mathematical Society. Vol. 4, No. I — 4. 
Lanoaater and New Toik 1903. 

The Eanaaa ünivenity Qnarteriy. YoL 10, No. 3. — Seienoe Ballalui. 

YoL i. No. 5 — 12. Lawrence 1902. 

Fablications of the Wa^hburn Obsen-atoiy of the Uaiveiaiigr of Wie» 
eoAsin. VoL xi. Madison 1902. 
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Hemorias de la Socieüad cientffica Antonio Alzate'*. T. 13, Ca»d.5. 6. 
T. 17, Cuad. 4—6. T. 18, Cuad. 1-5. Mexico 1902. 

Bnlletm of the WtBconain Natural History Society. Vol. 2, No. 4. 
Milwankee 1903. 

BnlletuL of the Univereity of Montana. No. 10. Biolog. Ben« Ko. 3. 

No. 17. Geolog. Seriei No. i. Missoula, Moni 1903 

Lick Observatory, üniverBity of California. [Mount Hamilton.] 
Bulletin. No. 27 — 48. — Publications. Vol. 6. Sacramento 1902. 03. 

Traiisactious of the Connecticut Academy of arts and sciencea. VoL 6, 
P. I. 2, Yol. II» F. I. 2. New Haren 1901^. 

Transactions of the ABtronomical Obserratory of Tale ünivorrity. 

7ol s, P. 6. New Häven 1902. 

Annaig of tlic New Tork Acadony of 8cionce0. ToL 15, F. 1. 

New York 1903. 

American Museum of Natural Histoxy. Bulletin. Vol. 16. 18« P. i. 
Annnal Report for 1903. — List of papeie vnU. in the Bidletin 
and Memoirs of the Ameiica Mnsensi, Toi. i — 16, 1881— 1903. 

Nf»w York 1902. 03. 

Bulit^tin of the American Geographica! Society. Vol. 34, No. 5. VoL 35« 
No. 1—4. New York 1902. 03. 

American Jooraal of Axcihaeology. V. 8. YtH 6, No. 4 and Suppi 
Yol. 7, No. 1—3. Norvood Man. 1903. 

Oberlin College. The Wilion BnUeliB. No. 4I--44- Oberlin, Ohio 

1902. 03 

Proceedings and TranBaction« of the B. Society of Canada. Ser. H. 
Vol. 8. Ottawa 1903. 

Geological Sorvey of Canada. Annnal Beport N. S. Toi 22. Kaps. — 
Catalogoe of Gaaadian Birde. F. 3. Ottawa 19<»3. 03. 

FroceedingB of the Academy of natural sciencea of Philadelphia. 

Vol 54, F. 2. 3. Vol. 55, F. 1. Philadelphia 1902. 03. 

Transactions of the Wagner Frnc Inatitnte of Science of Philadelphia. 

Vol. 3, P. 6. Fhiladeljibia 1903. 

Proceedingts of the Americau i'iulottophical Society, held at Pküadeiphia. 
ToL 4i« No. 171. Toi. 43, No. 173. 173. Fhiladel]khia 1903. 03. 

Memoire of the OaBfimiia Academy of seienoae. T0L3. San Fxaaeisco 

1903. 

FroceedingB of tlie California Academy of science? Ser. TIT. Botanj. 
Vol. 2, No. 10. Geüloj?y. VoL 2, No. i. — Zooiogy. Vol. 2, Vol. 3» 
No. S- 6> — Hath. phys. Toi. i, No. S. San Iweiico 1903. 

Ttansactions of the meetin« of the Kansas Academie of tdenee. 
Toi. 18 (I90I/D2). Topeka 1903. 

Proceedingts of the Canadian Institute. N. S. Vol. 3, F. 5 (No. 11). 

Toronto 1902. 

Transactions of the Canadian Institute. Vol. 7, P. 2 (No. T4). Toronto 1903. 

üniversity of Toronto Studies. Biolog. Ser. No. 3. Geolog. Ser. No. 2. — 
Psycholog. 8er. Toi. 3, No. i. — Fhysieal Scienoe 8er. No. 1.3.— 
Review of Histotical Fuhlicationi celating to Canadn 1903. 

Toronto \<t02. 03 

lUinois State Laboratory [Urbana]. Bulletin Vol 5, Index. — 
Biennial Report of the Director lor 1899 — 1900. ürbaua 1901. 02. 
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Ifemoirs of the National Academy of aciencee. Vol. S. Mein. 7. 

Waahi ngt on 1902. 

Bureau of £'lu< ution. Report of the CommisHioner of edueatioii for 

ibe ycar 19UO lyor. Vol. r. 2. Washinprinn ino2. 

Smithgonian MucellaaeoiM Colkctions. }so, 1372. 1376. Waahiogton 

igo2. 03. 

Smiiiidonian Contribntions to knowledpe. No. 1373 Washington 1903. 

Smithsonian Institution. Bureau oi' American Ethnology. Bulletin. 
No. 25. 37. Washington 1902. 03. Annual Report. 19 (1897/98) I. U. 

1900. — U. S. National Museum. Contribntions Crom the 
D. S. Natiimal fierbarimn. Yoi. 8, F. 1—3. ibid. 1903. 

Annual Report of tbe Board of Regents of the Smithionian Institntion 

for 1900/01. 1901/02. Washia^n 1903. 03. 

Pnblications of th*^ V. S. Naval Observatory 9rr Vol. 3. — Beport 
of the Superinteüdent for 1901/02. Washington 1902. 03. 

U. S. Coast and Goodetic Survej. List and Catalogue of the rublications 
18 16— 1902. Washington 1902. — A Biblioi^raphy üf Geodesy. 
Edii 3. By J, H, €hre. Appendix, No. 8. ibid. 1903. 

Report of the Superintendent of the U. 8. Coaet and Geodetic Survey, 
showing the progieia of the work from July 1901, to June 30, 1903. 

Washington 1903. 

Department of the Interior. U. S. Geologif^n] Surrey. Topof^aphical 
Maps of Assiniboia, the Rocky Mountains (Banfif Sheet — Lake 
Louise Sheet], Saskatchewan, Alberta. Professional Papers. 
No. I — 8. — Liet of new Pablicationi. No. 3. 3. Waehington 

1902. 03. 

Bulletin of the U. ^ nerlnsricnl Snrvey. No. 191. 195 — 207. — Water 
Supply and Irrigation Papers. No. 65—79. Washington 1902. 03. 

Annual Report of the U. 8. Geological Survey to the Secrctary of 
the Int«rior. 22. 1900/1901. P. I — FV. 1901/02 Washington 190 1. 02, 

Monographs of the U. S. Geological Burvey. 1 1—43, Washington 1903. 03. 
Mineral Resources of the U. S. 1901. Washington 1902. 

S ü d a Iii c r i k a. 

Anales de la Sociedad cientifica Argentina. T. 54, Entr. 4 — 6. T. 55, 
Entr. 1 — 6. T. 56, Entr. i. 3. Buenos Aires 1902. 03. 

Boletin de la Academia nacional de ciencias de la Republica Argentina. 
T. 17, Entr 2. 3. Cordoba 1903. 03. 

Boletim del Cuerpo de Ingenieioe de mime del Perd. No. i. 3. 
Lima 1903. 

Analee del Huseo nacional de M ontOTideo. Ton. $. Flora ürognaya, 

p. 1-^160. Montevideo 1903. 
Annuario pnblicado pelo Obscrvatorio do Rio de Janeiro paia o 

arin • de 1903. (Anno 19.) Rio de Janeiro 1903. 

Boletim mensal do Observatorio do Rio de Janeiro de 1902, Ott. — Dec. 

1903, Jan.— Mar^o. Rio de Janeiro 1902. 03. 

Actes de laSoci^t^ scienLilique du Chili. T. 12, livr. I. ^ Öttiitiugu 1903. 
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Notnlen van de algemeen« en directie veigaderingen vaü bei Bat»- 
viaasch Gonootschap van kunsten wet^nPcnÄppen. Deel 40, 

Afl. 2 — ^4. D^^el 41, Afl. I. Batavia i /u: 03 

Ti^dschrift Toor indische taal-, Und- en TOlkeakunde, uitgeg. door het 
BataviMech Qeaootoeliap Ttn koneten en ivetenscha^eiL Deel 45, 
Afl. 2. s. 6. Deel 46, M. i-~ 4- Batevi» 1902. 03. 

Dft^-Begiflier, gehouden int Ceeteel Batavia. üitgeg. door bei BaUv. 
OeilMtBch vnn kunsteu en wetensch. Ann. I^i^44. 1644/4$. 1675. 

1676. *p ( iraM'tihnpp, Batavia 1902. 

Verhandeiingeu vua het Bataviaasch Genootachap van kunsten en 
wetenschappeu. Deel 52, St. 3. Deel 54^ St. 2. Deel 55, St 3. 
Batevia, 's Hage 1902. 03. 

Natnorknndige T^dschrift voor Netelandach^Indie, uiWeg. door de 
Kon. Natuurlcundigc Vereeniging in Nederlandsch-Indie. Deel 62 
(8er. X, Deel 6). Weltetreden, Amsterdam 1903. 

Observations made at ihe Ma^etical and meteorological Observatorj 
at Batavia. Publ. bj order of tbe Government of Ketherlanda 
India. Vol. 24. 1901. Batevia 1903. — Begenwaamemlngen in 
Kederl. Indie. Jaarg. 23. ib. 1902. 

Jndian MoMUiD. Annaal Report. 1901/02. Calontta 1903. 

Pnblications of tbe EartiuinalEe Inveeftigation Conunittee. No. 7. 12—14. 

'pAkyo 1902. '03. 

Tbe Journal of tbe College of science, Imp. Universitj, Japan. Vol. 17, 
Art II. 12. Vol. 18, Art. 3. 4 Vol 19, Art 6—8 Tökyö 1903. 

Mitteilungen aus der mediziniscben ibakultut der Kaie. Japan. Uni- 
veiiitü Bd. 6, No. t. Tokio 1903. 

AnnotaUoBM Zoologiae japeneaaia. Toi. 4« P. 4. S* Tol^o 1902. '03. 

Anitralien. 

ftoeeedings of tbe B. Sodely of Yietoiia. N. 8. Yol. is, P. 2. Vol. 16, 

F. I. Melbourne 1903. 

Journal and Proceedings of the R. Society of New South Wale«. 
Vol. 36 (1902). Abetract of Proceedings. Sept 1902— Jujl 1903. 
Sydney d. J. 



2. Einzelne Schriften. 

Abht, Ernst, Gesaminelte Abii and Inngen. Bd. i. Jena 1Q02. 

Mashforihf Francis, A hit»torical sketcb of the ezperimental dctenai- 
naMoB of ihe reeirtanoe of the air to the moüeii of projeotiki^ 
Gambiidge 1903. 

Simrget, ITenr., l^clipse total de soleil du 28. Mai. 8.-A. Paris S. a. 
Clemm, Walt Nie, Die Gallensteinkrankbeit. Berlin 1903. 

Daeuble, Joann., Dissertationes tres (de pendnlo. de ratione potontiali, 

de aequationum plena solutione) Stuttgardiae 1903. 

Förster, Mich., Die dritte Bewegung unserer Erde. Wien 1903. 
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JPtitsdie, H., Atlas des Er<?magnetiamii8 für di« Epoehea 1600, 1700, 
1780, 1842 und 1915. Riga 1903. 

Mugues, Lachtch€, Un seul Champignon aar le globe! Fort-Loniii 
Maurice 1902. 

Jtuykov, D, D.j Reeena^a P. K. Bogoima, UkaMffcel* k „Opytn rossijskoj 
P. 8. 8opiko?a. 8. Petenbwg 1805. 

Xe5on, Emest, Snr xm maaiucrit d*iis 600» d» X N. Detiile an CoUdga 

Royal. Paris 1902 

JPeUmeüi, Parisino, Una nuova forza biologica che agiue meccanica* 
mente a distanza. Savona 1903. 

IHfhler, Fritz, Auatria Romana. T. i (Quellen und Forschungen zur 
alten Geechichte imd Geographie, Heft 2). Leipzig 190a. 

MeyfU)ilä$, Oihonte, The sob-mechanioe of ÜheUmTevae. Camhridg« 1903. 

Schviidt, F., R* ferate in Schwaibas Jahieeberiehten der Anatomie, 

Xn. Physische Anthropologie, 1899— 199 1. 

Miuyten, M. C, Over de snelkeid der nitetraliiigiwamte Tan het 

Uchaam. S.-A ig 02 

Vogel, H. C, Der spektroskopiöche Doppelatem 0 Persei. — s Aurigae, 
ein tpektrotkopischer Doppelstem. S.-A. Berlin. 
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F. Etzold, Bericht über die von Wiecherte asiatischem Pendel- 
ßcismoinet^r in Leipzig vom 1. Januar bis 30. Juni 1903 
registrierten Fembeben und Pulsationen. (Mit Tafel IV, 2 Text- 
figuren nebst einer Tabelle.) 296 

W. Scheibner, Beiträge zur Theorie der linearen Transformationen^ 
als Einleitung in die algebraische Invariantentheorie. Zweiter 

Teil 522 

E. von Weber, Die komplexen Bewegungen 3S4 

W. (Mirald, Nekrolog anf Johanne« Wialicenu.s 409 

C. (hini, Xi'krolo)j^ aiil .liilius \ ictur Tarus 4'Jl 

Vcrzeichms der Mitglieder der Kftniglich-Sachsischen (iesellschaft 

der Wissens* liatt>Mt I 

V^erzeiclinis der eing«'yang«MU'n ScIuiUrn VT 



Tlnick Ton Ii O. Teuhn«r in he'n^r.ig. 
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